
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 



RENDICONTI 



DEL 



CIRCOLO MATEMATICO 

DI PALERMO 



RmU, Cke, ìimtim, PmUrmo, t. XVII (1903), |wrt« 1*. — SuapAto il é «pril« 190). 



IUiiazionb: 30, via Ruggiero Settimo — PaVermo. 



Tipografia Matematica, ii, via ViUareale, Palermo. 

Proto-CompoMtorc : GAiTâVO Simatou. 



RENDICONTI 



DEL 



CIRCOLO MATEMATICO 



DI PALERMO 



TOMO XVII. — ANNO 1903. 

PAKTE priha: memorie E COMUNICAZIONI. 



PALERMO, 
SEDE DELLA SOCIETÀ 

)0, via Ruggiero Settimo, 30. 
1903 



117429 



CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO 

(Società fondata il 2 marzo 1884). 



STATUTO DELLA SOCIETÀ 

discusso ed approvato dall'Assemblea generale dei soci del dì 26 febbrajo j888. 



Soopo della Società. — Sede. 

Art. I. — La società scientifica Circolo Matematico di Palermo ha per iscopo l'in- 
creraento e la diffusione delle scienze matematiche in Italia. 

Art. 2. — A tal fine, il Circolo : a) tiene adunanze nella sua sede ; h) pubblica 
una rivista periodica di matematica col tìtolo : Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo. Potrà inoltre istituire concorsi a premi e farsi promotore di congressi scien- 
tifici nelle varie città del Regno. 

Art. 3. — La sede della Società è in Palermo, ed è inamovibile. 

Del Soci. — Ammleelone. — Contribuzioni. 

Art. 4. — Il Circolo si compone di due categorie di sod: residenti e non resi- 
denti. Nella prima si comprendono coloro che hanno in Palermo dimora abituale. Gli 
stranieri possono far parte della società. 

Art. 5. — Il numero dei soci residenti e non residenti è illimitato. 

Art. 6. — Per l'ammissione al Circolo è necessario: 1° Essere proposto, in una 
adunanza, da due soci (residenti o non residenti) mediante domanda, per iscritto, al 
Presidente; 2° ottenere, nell'adunanza seguente, i suffragi della maggioranza dei sod 
presenti. 

Art. 7. — Ogni sodo residente è tenuto al pagamento: i** di una tassa d'entrata 
di L. IO, da pagarsi all'atto dell'ammissione; 2° di una contribuzione annua di L. 15, 
da pagarsi a quadrimestri antìdpati, al 1° gennajo, al 1° maggio ed al i° settembre 
di ogni anno. Il nuovo ammesso comincerà a pagare dal prìndpio dell'anno in corso. 

Art. 8. — Ogni sodo non residente è tenuto al pagamento della sola contribu'- 
lione annua di L. 15, da versarsi, antidpatamente, al i gennajo di ogni anno. Il 
nuovo ammesso comincerà a pagare dall'anno in corso. 

Art. 9. — Le dimissioni da sodo dd Circolo non sono valide se il dimissionario 
non abbia soddisfatto l'intera contribuzione annua. Esse dovranno essere dirette al Pre- 
sidente che ne darà partedpazione alla Sodetà nell'adunanza più vidna. Chi si è 
dimesso può, dietro domanda da lui sottoscritta, rientrare nella Sodetà, mediante la 
votazione di cui all'Art. 6. 

Art. io. — n sodo moroso, trascorsi 6 mesi dall'epoca stabilita per il pagamento, 
sarà, dietro avvertimento preventivo del tesoriere, radiato dall'denco dd sod. 

Art. II. — Il versamento, in unica volta, di L. 300 conferisce il titolo di socio 
perùetuo, ed esonera dal pagamento della contribuzione annua. In caso di sdogltmento 
della Sodetà non si ha alcun diritto a rimborso. 

Art. 12. — n sodo residente, per il fatto dd trasferimento della sua dimora abi- 
tuale, è ascrìtto fra i non residenti, senza poter ripetere il rimborso della tassa di en- 
trata. Ë tenuto al pagamento della medesima il sodo non residente che acquista, per 
la prima volta, la qualità di residente. 

Rtmd. Cirt. Uëitm. PaUrmo, t. XVII (1903). — Stamp«to il 17 aprile 190). « 
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Art. 13. — Tutti i soci, residenti e non residenti, riceveranno gratuitamente i 
Rendiconti del Circolo. Ogni nuovo ammesso ha diritto al volume in corso di stampa 
all'epoca della sua ammissione. 

Dell'Ufficio di Presidenza. 

Art. 14. — La rappresentanza e la direzione amìninistratìva della Società spetta 
ali* Ufficio di Presiden:^a, costituito dagli ufficiali della Società : i presidente, i vice- 
presidente, 2 segretari, 2 vice-segretari, i tesoriere, 2 bibliotecari, eletti dai sod resi- 
denti, nel proprio seno, a scrutinio se^eto. L'Ufficio di Presidenza rimane in carica 
due anni. Tutti i suoi membri sono rieliggibili. 

Art. 15. — Per l'elezione dell'Ufficio di Presidenza si terrà apposita adunanza 
straordinaria nella i* domenica di gennajo. Prendono parte alla votazione soltanto i 
soci presenti. Ove durante il biennio rimanga vacante una carica dell'Ufficio di Pre- 
sidenza, i soci residenti saranno convocati in apposita adunanza straordinaria per l'e- 
lezione del titolare. 

Del Comlolio Direttivo. 

ART. 16. — La direzione scientifica della Società è affidata ad un Consiglio Dir 
rettivo, il quale funziona da Comitato di redazione della rivista periodica k Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo», secondo le norme di un suo regolamento interno. 

Art. 17. — Il Consiglio Direttivo è composto di 20 membri, 5 residenti e 1 5 non 
residenti, eletti dall'intera società a scrutinio segreto. In ognuna delle due categorie 
risultano eietti i soci che riportano maggior numero di voti. Qualora l'elezione, per 
parità di voti, riuscisse indecisa fra due o più candidati, si procederà a votazioni di 
oallottaggio, alle quali prenderanno parte soltanto i soci presenti all'adunanza. Il 
Consiglio Direttivo rimane in carica tre anni. Tutti i suoi membri sono rieliggibili. 

Art. 18. — Per l'elezione del Consiglio Direttivo si terrà apposita adunanza stra- 
ordinaria nella terza domenica di gennajo. — Ogni socio non residente, come ogni 
sodo residènte che non possa intervenire alla detta adunanza, invierà, in una lettera 
da lui sottoscritta e diretta al Presidente, una scheda chiusa e suggellata indicante 20 
nomi di sod, dei quali: 5 residenti e 15 non residenti. Saranno considerate nulle 
le schede che non soddisfano a tutte le condizioni sopra stabilite o che pervengano 
all'Uffido di Presidenza dopo le ore 3 pomeridiane del suindicato giorno. Lo spoglio 
delle schede sarà. fatto dal Presidente assistito dai segretari. 

Art. 19. — Non vi è incompatibilità di carica fra i membri dell'Uffido di Presi- 
denza ed i membri residenti del Consiglio Direttivo. 

Art. 20. — Entrando in carica, il Consiglio Direttivo delegherà uno dd suoi 
membri residenti a dirigere la pubblicazione dei Rendiconti, 

Delle adunanze. 

Art. 21. — Le adunanze ordinarie dd Creolo si terranno la seconda e la quarta 
domenica del mese. La sodetà prende due mesi di vacanza: settembre ed ottobre. U 
Presidente, ove lo reputi opportuno, può, in ogni tempo, convocare i sod residenti in 
adunanza straordinaria. 

Art. 22. — Nelle adunanze, in caso di assenza del Presidente e del Vice Presi- 
dente, il più anziano di età fra i sod presenti funzionerà da Presidente. In caso di 
assenza dd Segretari e dd Vice Segretari, chi presiede inviterà uno dd sod presenti 
a farne le veci 

Art. 23. — Entro il mese di gennajo, di ogni anno, il Presidente convocherà i 
sod residenti in apposita adunanza straordinaria per la revisione dei conti dell'anno 
decorso e l'approvazione dd bilando di previsione. 

Art. 24. — Nelle adunanze dd Circolo non è ammessa alcima comunicazione o 
discussione sopra argomenti estrand all'indole sdentifica e allo scopo della Sodetà. 

Art. 25. — Tutto dò che riferiscesi all'amministrazione del Circolo, può essere 
trattato, esdusivamente, nelle adunanze straordinarie, per le quali il Presidente formu- 
lerà e partedperà, con precedenza, ai sod residenti, apposito ordine dd giorno. 
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Art. 26. — Le dimissioni da sodo del Circolo non possono essere oggetto di 
discussione né di votazione. 

ART. 27. — Nelle adunanze ordinarie il Circolo è legalmente costituito qualunque 
sia il numero dei soci presenti. Nelle adunanze straordinarie, tranne quelle di cui agli 
Art. 15 e 18, è necessaria una seconda convocazione quando nella prima non sia in- 
tervenuta almeno la metà più uno dei sod residenti 

Art. 28. — Nelle adunanze ordinarie le Comunicazioni dei sod residenti si suc- 
cedono per ordine d'iscrizione. Saranno precedute dalla lettura che farà il Segretario 
dei titoli delle Comunicazioni dd sod non residenti, pervenute all'Uffido di Presidenza 
iìell*intervailo tra un'adunanza e l'altra. 

Art. 29. — Rientra nelle spedali attribuzioni del Presidente tutto dò che riferi- 
scesi al regolamento delle adunanze ordinarie e straordinarie. 

Art. 30. — I sod non residenti che si trovino temporaneamente in Palenno go- 
dono tutti i diritti dei residenti e partedpano alle votazioni, meno quelle di cui agli 
Art 15, 23 e 45. 

Art. 31. — Le persone estranee che desiderano assistere alle adunanze ordinarie 
dd Circolo, debbono, dascuna volta, essere introdotte da uno dd sod. 

Del Rendiconti. 

Art. 32. — Nd Rendiconti del Circolo si pubblicano, per obbligo: i® Gli Estratti 
dai verbali delle adunanze (redatti dai Segretari), i quali contengono il titolo e, ove 
occorra, un breve cenno delle comunicazioni dei sod. 2° Le Note e le Memorie ori- 
ginali comunicate dai sod ed accettate per la stampa dal Comitato di redazione. 3° Un 
bollettino bibliografico della produzione matematica nazionale e straniera, il quale com- 
prende: a) il sotn.nario degli articoli di matematica contenuti ndle pubblicazioni pe- 
riodiche (atti di Accademie, riviste, giornali, etc.) colle quali il Circolo scambia i suoi 
Rendiconti; b) l'denco delle pubblicazioni di matematica non periodiche (opere, memo- 
rie, note, etc) che pervengono in dono alla Biblioteca dd Circolo. 

Art. 33. — Per tutto che concerne la rivista Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo, il Consiglio Direttivo potrà attuare quelle riforme ed estensioni che stimerà 
opportune per accrescerne l'imporunza scientifica e meglio soddisfare alle esigenze dd 
cultori delle sdenze matematiche. 

Art. 34. — Gli Estratti dai virbali non riproducono le discussioni sdentifiche che 
si fanno nelle adunanze dd Circolo ; tuttavia se i soci, che vi hanno preso parte, de- 
siderano ne sia fatta menzione, essi sono tenuti a rimettere al Segretario, nell'adu- 
nanza istessa, una Nota per iscritto, la quale, in ogni caso, non potrà eccedere lo spazio 
di una pagina dd Rendiconti, 

Art. 35. — Le Note, Memorie e Riviste bibliografiche destinate ai Rendicontilo- 
vranno essere inedite e scritte in una ddle seguenti lingue : italiana, latina, spagnuola, 
francese, tedesca, inglese; non potranno pubblicarsi a parte o inserirsi in altri perio- 
did sdentifid se non dopo che saranno state pubblicate dal Circolo. Gli Autori ne 
assumono, essi soli, la responsabilità sdentifica. 

Della Biblioteca. 

Art. 36. — Il Circolo forma una Biblioteca e scambia i suoi Rendiconti colle rac- 
colte sdentifiche, nazionali e straniere. 

Art. 37. — I libri, gli opuscoli e le raccolte periodiche acquistati o ricevuti in 
dono, o in cambio dd Rendiconti, restano di proprietà esdusiva del Circolo; in caso 
di sdoglimento della Sodetà passan di pien diritto alla Biblioteca Comunale di Palermo. 

Art. 38. — U regolamento speciale della Biblioteca, approvato dai sod residenti» 

Ktrà stabilire le norme per accordare a domidlio, a' sod residenti e non residenti, 
so temporaneo deg^ opuscoli sdentìficL 

Art. 39. — Sui fondi provenienti dalle contribuzioni annue dd sod, non può 
essere stanziata alcuna somma per la BiUioteca. 
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Delle entrate e delle epeee. 

Art. 40. — Le entrate del Circolo sono: i^ le contribuzioni dei sod; 2^ il pro- 
dotto della vendita dei Rendiconti; 3^ i sussidii e doni che il Circolo potrà ricevere da 
privati o da enti morali 

Art. 41. — Le spese del Qrcolo si dividono in ordinarie e straordinarie. Le spese 
ordinarie sono: 1° le spese d'ufficio, inclusavi l'annua pigione del locale per la sede 
del Circolo; 2° le spese di stampa e spedizione dei Rendiconti, Per ogni spesa stra- 
ordinaria è necessaria deliberazione delTassemblea dei sod residenti. 

Art. 42. — Il Tesoriere ha la gestione economica degli affari sociali, tanto attivi 
che passivi, impiega i fondi disponibili, provvede alle spese ordinarie ed a quelle straor- 
dinarie votate dalf assemblea dd sod residenti. 



Art. 43. — Rimangono abrogati tutti ^ articoli ddlo Statuto provvisorio dd 2 
marzo 1884. 

Art. 44. — Qualunque proposta per aggiunta o modificazione al presente Sta- 
tuto dovrà essere sottoscritta da almeno 30 sod ed approvata dalla Sodetà colla mag- 
gioranza di almeno ^3 ^^ votanti 

Art. 45. — Nd caso di sdo^menlo della Sodetà, l'assemblea generale dd sod 
residenti, coU'intervento di almeno V| ^^ medesimi, delibererà sulla destinazione dd 
fondi rimasti disponibili. 

Articolo transitorio. — Le prime dezioni per l'Uffido di Presidenza e pd 
Consiglio Direttivo saranno fatte dall'assemblea dd sod residenti, convocati in appo- 
sita adunanza straordinaria. 
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ELENCO DEI SOCI 

(17 aprile 1903). 



* contrassegna i nomi di coloro che fondarono la Società il a marzo 1884. 

f contrassegna i nomi di coloro il cui versamento di L. 500 ha esonerato dal pagamento delU contri- 
buzioae annua ed ha conferito il titolo di Soci pcrbetui (Art. 11 dello Statuto). 

Le tre parentesi [ ], che seguono il nome del socio, ncchiudono, ordinatamente: i. il luogo e la 
dtu di nascita; a. la data d'ammissione al Qrcolo; 3. l'indirizzo. 



D presente Elenco dovendo essere riprodotto nel fascicolo dei Rendieonti di Gennajo-Febbrajo 1904, 
si pregano vivamente i signori Soci a voler comunicare alla Segreteria le eventuali modifiche ed aggiunte 
non pii tardi dtl 50 novembre 190J. 



• Alagna (Rosario) [Partanna (Prov. di Trapani): 12.7.1853] [2.3.1884], inge- 
gnere; libero docente di Analisi algebrica nella R. Università di Palermo; professore 
nella R. Scuola Normale Femminile di Palermo. [Via Celso, 66 — Palermo (Italia)], 

Alasia De Quesada (Cristoforo) [Sassari: 21. 11. 1869] [0.12. 1900], licenziato in 
Scienze Fisiche e Matematiche ; membro della Société Belge d Astronomie ; direttore 
delle Matematiche pure ed applicate ; prof, nel R. Ginnasio di Tempio. [R, Ginnasio — 
Tempio (Prov, ài Sassari) (Italia)]. 

• Albeggiani (Michele Luigi) [Palermo: 7.3.1852] [2.3.1884], ingegnere; corrispon- 
dente della Società di Scienze Naturali ed Economiche di Palermo; membro della 
Deutsche Mathematiker-Vereinigung; membro del Consiglio direttivo del Circolo Ma- 
tematico di Palermo ; libero docente di Geometria analitica nella R. Università di Pa- 
lermo ; ine. di Stereotomia nella R. Scuola d'Applicazione per gl'Ingegneri di Palermo ; 
prof, di Matematica nel R. Istituto Tecnico di Palermo, [òalita Banditore, 4 — Palermo 
(Italia)], 

Alxnansi (Emilio) [Firenze: 15.4.1869] [12.3. 1899], ingegnere, dottore in Mate- 
matica ; libero docente di Meccanica razionale nella R. Università di Torino ; ine. di Mec- 
canica razionale e di Fisica matematica nella R. Università di Genova. [Corso Solft- 
rino, 24 — Genova (Italia)], 

Arnaldi (Ugo) [Verona: 18.4.1875] [26.5.1901], dottore in Matematica; libero 
docente di Algebra complementare e Geometrìa anditica nella R. Università di Bologna ; 
assistente di Meccanica razionale nella R. Scuola d'Applicazione per gl'Ingegneri di Bo- 
logna. [Via Rolandino, 4 — Bologna (Italia)]. 

Amanzio (Domenico) [Marano (Prov. di Napoli): 2.2.1854] [84.1894], dottore 
in Matematica; sodo dell'Accademia Pontaniana; libero docente di Algebra comple- 
mentare nella R. Università di Napoli; prof, nel R. Collegio Militare e nel R. Isti- 
tuto Tecnico di Napoli. [Via della Libertà alla Ferrovia, 9 — Napoli (Italia)]. 

Amici (Nicola) [Acquasanta (Prov. di Ascoli Piceno): 21.10. 1866] [i 1.3. 1894], 
dottore in Matematica; prof, nel R. Istituto Tecnico di Macerata. [R. Istituto Tecnico — 
Macerata (Italia)]. 

Amodeo (Federico) [Avellino : 8.10.1859] [7.4.1887], dottore in Matematica ; so- 
do residente e segretario della Gasse di Matematiche pure ed applicate dell'Accademia 
Pontaniana di Napoli; membro della Deutsche Mathematiker- Vereinigung ; libero do- 
cente di Geometria projettiva con disegno e Coadiutore alle cattedre di Calcolo infini- 
tesimale e Algebra complementare nella R. Università di Napoli ; prof, nel R. Istituto 
Tecnico G. B. della Porta di Napoli. [Via S. Gennaro ad Antignano, 16 — Napoli 
(Italia)]. 
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André (Désiré) [Lyon (Rhône, FranceV. 29.3.1840J [25.3.1890], andcn élève de 
l*École Normale supérieure de Paris ; agrégé de l'Université ; docteur es Sdences mt- 
thématiques ; membre honoraire et anden président de la Société PhUomaüiiqoe de 
Paris ; membre et anden président de la Sodété Mathématique de France ; membre 
de la Commission permanente internationale du «Répertcùre Bibliographique des 
Sdences Mathématiques » ; professeur honoraire de Mathématiques spéciales an Coi» 
1^ Stamslas. [Rui BonafarU, jo^*' — Paris, VI* (Frana)]. 

Angelitti (Filippo) [Ajelli (Aquila): 1.5. 1856] [27.11.1898], ingegnere; dottore 
in Matematica; sodo residente dell'Accademia Pontaniana di Napoli; sodo corrispon- 
dente della R. Accademia delle Sdenze Fisiche e Matematiche di Napdi; sodo ordinario 
della Sodeti di Sdenze Naturali ed Economiche di Palermo; sodo attivo della R. Ac- 
cademia di Sdenze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; prof, straord. di Astronomia nella 
R. Università e direttore dd R. Osservatorio Astronomico di Palermo. [R, OssêrwH 
torio Astronomico, Palalo Reale — Palermo (Italia)]. 

Appell (Paul) [Strasbourg (Alsace): 27.0.1855] [ 1 24.1 891], membre de l'Instimt 
de France fAcadémie des Sdences, section de Géométrie); membre et anden prési- 
dent de la Sodété Mathématique de France; membre de la Sodété Philomathique de 
Paris; docteur (honoris causa) en Mathématique de l'Université de Christiania; pro- 
fesseur de Mécanique rationnelle à la Faculté des Sdences de Paris ; professeur à l'É- 
cole Centrale des Arts et Manufactures de Paris ; répétiteur à l'École Pdytechnique de 
Paris. [Rue BonaparU, ij — Paris, V? (France)]. 

Arista (Agostino) [Napoli: 17.3. 1878] [3.4.1001], licenziato in Sdenze Fisiche e 
Matematiche. [Via Pietro Ran^ani, 19 — Palermo (Italia)]. 

Autonne (Léon) [Odesse (Russie): 28.7.1859] [26.1. 1896], anden élévedeFÉ- 
cole Polytechnique de Paris ; ingénieur des Ponts et Chaussées ; docteur es Sdences 
mathématiques; membre de la Sodété Mathématique de France; maître de conféren- 
ces à la Faculté des Sdences de Lyon. [Rue Montbernard, 9 — Lyon (Rhône) (France)]. 

Barbieri (Ubaldo) [Modena: 2.6.1874] [284.1901], dottore in Matematica; as- 
sistente alle cattedre di Geodesia e Geometria pratica nella R. Scuola d'Applicazione 
per gl'Ingegneri di Roma. [Pia\:^a S. Maria Maggiore, 12 — Roma (Italia)]. 

Barres! (Francesco Paolo) [Palermo: 23.12.1875] [28.4.1901]. [Banco di Sia- 
lia — Trapani (Italia)]. 

Basile (Emesto) [Palermo: 31.1.1857] [26.8.1888], architetto; accademico di me- 
rito della Romana Accademia di Belle Arti di S. Luca ; sodo onorario delle Reali Ac- 
cademie di Belle Arti di Milano, Bologna, Firenze, Carrara e Venezia; sodo corri- 
spondente della R. Accademia Raffaello in Urbino; prof, onorario dd R. Istituto di 
Belle Arti di Napoli ; sodo attivo della R. Accademia di Sdenze, Lettere e Belle Arti di 
Palermo ; sodo corrispondente della Società di Sdenze Naturali ed Economiche di Pa- 
lermo; direttore dei lavori dd Teatro Massimo di Palermo; direttore e professore di 
Architettura del R. Istituto di Beile Arti in Palermo ; membro della Giunu superiore 
di Belle Arti ; prof, ordinario di Architettura tecnica nella R. Scuola d'Applicazione per 
gl'Ingegneri di Palermo. [Fia V illaf ranca, 22 — Palermo (Italia)]. 

Bertini (Eugenio) [Forlì: 8.11.1846J [4.3.1888], dottore in Matematica ; imo dd 
XL ddla Sodetà Italiana delle Sdenze (Roma); membro libero dd R. Istimto Lom- 
bardo di Sdenze e Lettere (Milano); sodo corrispondente della R. Accademia dd Lin- 
ed (Roma) e della R. Accademia delle Sdenze di Torino ; prof, onorario ddla R. U- 
niversità di Pavia; prof. ord. di Geometria superiore, ed ine di Geometria proiettiva 
e descrittiva con disegno, nella R. Università di Pisa. [R. Università — Pisa (Italia)]. 

Berzolari (Luigi) [Napoli: 1.5.1863] [4*12.1887], dottore in Matematica; sodo 
corrispondente dd R. Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere (Milano); prof. ord. di 
Algebra complementare e Geometria analitica, e incaricato di Matematiche superiori, nella 
R. Università di Pavia. [R. Università — Pavia (Italia)]. 

Bianchi (Luigi) [Parma: 18.1.1856] [24.12.1893], dottore in Matematica; uno 
dd XL della Sodetà Italiana delle Sdenze (Roma); sodo nazionale della R. Acca- 
demia dd Lined (Roma) e della R. Accademia delie Sdenze di Torino; corri^ondente 
della R. Accademia delle Sdenze dell'Istituto di Bologna, della R. Accademia delle Sdenze 
Fisiche e Matematiche di Napoli e dd R. Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere (Mi* 
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lino); membro dd Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo; redattore 
degli Annali di Matematica pura ed applicata; prof. ord. di Geometria analitica^ ed 
ine di Matematiche superiori, nella R. Università di Pisa. [R, Università ^ Pisa 
(Italia)]. 

Blasema (Pietro) [Fiumicello presso Aquilqa (Friuli): 29.2.1^36] [5.1. 1896], 
senatore dei Regno; imo dei XL della Società Italiana delle Scienze (Roma); vice 
presidente della R. Accademia dei Lincei (Roma); membro d'onore della R. Accade- 
mia di S. Cecilia e di quella di S. Luca, della Società di Fisica di Ginevra, della So- 
cietà Elvetica delle Scienze, dell'Ateneo di Bergamo; corrispondente delle RR. Acca- 
demie di Torino, Napoli, Bologna e del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti ; 
socio onorario della R. Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Paler.no; dot- 
tore (honoris causa) di medicina nella R. Università di Königsberg; direttore dell' Uffi- 
cio centrale per il Corista Intemazionale; membro del Comitato intemazionale di Pesi 
e Misure ; prof. ord. di Fisica sperimentale nella R. Università e direttore del R. Istituto 
Fiàco di Roma. [R. Istituto Fisico, Via di Panispórna, 8^ — Roma (Italia)], 

^Boutade fGiovanni) [Palermo: 27.4.1857] [2.3.1884], ingegnere. /"Cor jo Scinà, 
i8o — Pakrmo (Italia)]. 

Bordiga (Giovanni) [Novara: 24.1854] [9.9.1888], dottore in Matematica; sodo 
corrispondente del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti ; libero docente e in- 
caricato dell'insegnamento di Geometria descrittiva nella R. Università di Padova. 
[S. Lio-- Vene:(ia (Italia)]. 

Bortolotti (Ettore) [Bologna: 6.3.1866] [14.7.1889], dottore in M?tcmatica; 
prof, straord. di Calcolo infinitesimale ed ine. di Analisi algebrica nella R. Università 
di Modena. [R. Università —r Modena (Italia)]. 

Bottino (Francesco) [Palermo: 14.8.1855] [24.3.1889], ingegnere cisóie; inge- 
gnere di Miniere di Zolfo; prof, di Matematica nel R. Ginnasio Giovanni Meli; assi- 
stente al Gabinetto di Costruzioni nel R. Istituto Tecnico cu Palermo. [Via Villarosa, 
12 — Paìirmo (Italia)]. 

Bourget (Henry) [Clermont-Ferrand (Puy-de-Dôme, France): 15.6. 1864] 
[10.7.1898], docteur es Sciences mathématiques; membre de la Société Astronomique 
de France ; astronome adjoint à l'Observatoire Astronomique et maitre de Conférences 
à la Faculté des Sciences de Toulouse. [Rue St Jacques, 20 — Toulouse (Haute- 
Garonne) (France)]. 

Bourlet (Cario) [Strasbourg (Alsace): 25.4.1866] [26.2.1899], docteur es Scien- 
ces mathématiques; agrégé de l'Université; lauréat de l'Institut de France; membre 
de ia Société Mathématique de France ; professeur de Mathématiques spéciales au Ly- 
cée Sl-Louìs; professeur de Mathématiques et de Mécanique à l'École des Beaux- Arts 
de Paris. [Avenue de V Observatoire, 22 — Paris, XIV* (France)]. 

Brambilla (Alberto) [San Zenone al Po (Prov. di Pavia: 1 3.6.1857] [4.12.1887], 
dottore in Matematica; libero docente in Geometria projcttiva ed analitica nella R. U- 
niversità di Napoli; prof, nel R. Liceo Vittorio Emanuele di Napoli. [R, Liceo Vit- 
torio Emanuele — Napoli (Italia)]. 

Broglia (Emesto) [Napoli: 4.1. 1863] [5.2.1888], ingegnere ; dottore in Matema- 
tica : libero docente di Statica ^fìca ed assistente alla cattedra di Statica grafica nella 
R, Scuola d'Applicazione per gl Ingegneri in Napoli. [Via Trinità degli Spagnoli — Na- 
poli (Italia)]. 

Burali-Forti (Cesare) [Arezzo: 13.8.1861] [10.3. 1889], dottore in Matematica ; 
'prof, nella R. Accademia Miütare di Torino [R. Accademia Militare — Torino (Italia)]. 

Burgatti (Pietro) [Cento (Prov. di Ferrara) : 28.2.1868] [8.7.1894], dottore in 
Matematica ; libero docente di Calcolo infinitesimale e di Meccanica razionale, ed assi- 
stente alle cattedre di Algebra e Calcolo, nella R. Università di Roma ; assistente nel 
R. Ufficio Centrale di Meteorologia e Geodinamica. [Via Principe Amedeo, 66 — Roma 
(Italia)]. 

Calapso pasquale) [Carini (Prov. di Palermo): 12.4.1872] [10.12.1899], dot- 
tore in Matematica ; assistente alla cattedra di Geometria analitica e proiettiva nella 
R. Università di Palermo; ine di Matematica nel R. Istimto Tecnico di Palermo. [Via 
XX Settembre, 43 -^Palermo (Italia)]. 
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• Oaldarera (Francesco) [Randaizo (Prov. di Catania): 5.5.1825] [2.^1884], in- 
gegnere ; sodo attivo della R. Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti (fi Palermo ; 
sodo ordinario della Sodetà di Sdenze Naturali ed Economiche di Palermo ; membro 
della Sodété Mathématique de France; sodo corrispondente dell'Accademia Ponta- 
niana cU Napoli, dell'Accademia Gioenia di Catania, dell'Accademia Dafnica di Aci- 
reale, dell'Accademia di Sdenze, Lettere ed Arti di Modena, della R. Accademia di 
Padova e dell'Assodazione « Mathesis » d'Italia ; presidente del Circolo Matematico di 
Palermo; prof. ord. di Meccanica razionale nella R. Università di Palermo. [Fia Li- 
bertà, Palano Giampaolo — Palermo (Italia)], 

* Capelli (Alfredo) [Milano: 5.8.1855] [2.3.1884], dottore in Matematica; sodo 
ordinario residente della R. Accademia delle Sdenze Fisiche e Matematiche di Na- 
poli ; sodo residente dell'Accademia Pontaniana di Napoli ; sodo onorario della R. Ac- 
cademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; sodo corrispondente della R. Ac- 
cademia dd Lincei (Roma) ; membro del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di 
Palermo ; direttore dd Giornale di Matematiche ; prof. ord. di Algebra complementare 
ed ine di Analisi superiore nella R. Università di NapolL [Corso Re d'Italia (Retti- 
filo), 248—Napoü (Italia)]. 

Garrone (Claudio) [Popoli (Prov. di Aquila): 23.3.1874] [9.11.1902], dottore in 
Matematica; prof, nella R. Scuola Tecnica di Siracusa. [Via Maniàce^ 101 — Siracusa 
(Italia)], 

Oarslaw (Horatio Scott) [Helensburgh (Scotland) : 12.2.1870] [10.1.1897], M. A. 
Cambridge, M. A. Glasgow ; D. Se. Glasgow ; Fellow of Emmanuel College, Cambridge ; 
Member of the Edinburgh Mathematical Sodety ; Member of the London Mathematical 
Sodetv ; Professor of Pure and Applied Mathematics in the University of Sydney, 
[The' University — Sydney (N, S, IF,) (Australia)]. 

Cassant (Pietro) [Venezia: 4.6.1832] [14.8. 1898], dottore in Matematica ; mem- 
bro effettivo del R. Istituto Veneto di Sdenze, Lettere ed Arti; sodo deg^ Atenei 
di Venezia e Treviso ; prof, nel R. Istituto Tecnico Paolo Sarpi di Venezia. [S. MoT' 
tino. Campo della Tana, 2160 — Veneiia (Italia)]. 

Gastelnuovo (Guido) [Venezia: 14.8.1865] [13.1.1889I, dottore in Matematica; 
sodo corrispondente della R. Accademia delle Sdenze di Torino e della R. Accademia 
dd Lined (Roma); prof. ord. di Geometria analitica e proiettiva nella R. Università (fi 
Roma. [Piaxxa 5. Pietro in Vincoli, $ — Roma (Italia)]. 

Cattaneo (Paolo) [Padova: 20.4.1878] [14.4.1901], dottore in Matematica. [Via 
Ammette — Padova (Italia)]. 

Oerruti (Valentino) [Croce Mosso CProv. di Novara): 14.2.1850] [5.12.1886], 
senatore del Re^o; uno dd XL della Sodetà Italiana delle Sdenze CRoma); sodo 
nazionale della R. Accademia dd Lincei (Roma); membro della Leopoldinisch-Caroli- 
nische Akademie in Halle, della Sodété Mathématique de France e della Sodété des 
Sdences Mathématiques et Naturelles de Cherbourg; membro del Consiglio superiore 
di Pubblica Istruzione; membro del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Pa- 
lermo; rettore della R. Università di Roma; prof. ord. di Meccanica razionale ed ine. di 
Matematiche superiori nella R. Università di Roma. [Via delle Sette Sale, 16 — Roma 
(Italia)]. 

Certo (Luigi) [Napoli: iQ.x2.1855] [14.10.1888], dottore in Matematica; membro 
della Deutsche Mathematiker- Vereinigung; prof, nd R. Liceo Vittorio Emanude dì 
Palermo. [Via Salvatore Mudo, i — Palermo (Italia)]. 

Ohizzoni (Francesco) [San Martino dell'Argine (Prov. di Mantova): 10.8. 1848] 
[IX. 3. 1888], ingegnere; sodo effettivo dell'Accademia Gioenia di Catania; sodo corri- 
spondente dell'Accademia Virgiliana di Mantova ; sodo attuale ddl'Accademia di Sdenze, 
Lettere ed Arti di Modena; prof. ord. di Geometria analitica e projettiva nella R. Uni- 
versità di Modena. [R. Università — Modena (Italia)]. 

Ciani (Edgardo) [Rocca S. Casdano (Prov. di Firenze) : 7.10.1864] [10.7.1898], 
dottore in Matematica; libero docente di Geometria proiettiva ed analitica, ed ine di 
Statica grafìca, nella R. Università di Pavia ; prof, di Matematica nel R. Istituto Tecnico 
di Milano. [Via Lattuada, 12 — Milano (Italia)]. 

Cipolla f^^chele) [Palermo : 28.10.1880] [26.1.1902], dottore in Matematica. [Via 
Stahüe, ^4 — Palermo (Italia)]. 
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Composto (Salvatore) [Patti (Prov. di Messina): 22.2.1876] [124.1^3], dottore 
in Matematica ; prof nella R. Scuola Tecnica di Lovere. [R. Scuola Ticnica — L(h- 
Vare (Prov, di Bergamo) (Italia)], 

Ck>noscente (Euplio) [Petralia Sottana (Prov. di Palermo): 30.9.1874] [27.12.1896], 
dottore in Matematica; membro delia American Mathematical Society. [Cottage Street, 2 
-^Newark (N.J.) (Ü,S,A,)], 

Conti (Ignazio) [ ] [8.2.1885], dottore in Matematica; prof, nel R. Istituto Tec- 
nico di Palermo. [R, Istituto Tecnico — Palermo (Italia)]. 

Cordone (Gerolamo) [Genova: 3.1 1. 1867] [28.4.1895], dottore in Matematica; 
assistente alla cattedra di Geometria descrittiva e disegno nella R. Scuola Navale su- 
periore di Genova. [Via Cannato il Curto, ii, int, j — Genova (Italia)]. 

Cosserat (Eugène) [Amiens (Somme, France): 4.3.1866] [5.1.1896], ancieçi 
élève de l'École Normale supérieure de Paris ; agrégé de TUniversité; docteur es Sciences 
Mathématiques; associé ordinaire de l'Académie des Sciences, Inscriptions et Belles- 
Lettres de Toulouse; membre de la Société Mathématique de France; professeur de 
Calcul différentiel et intégral à l'Université de Toulouse. [Rue de Met^, i — Toulouse 
(Haute-Garonne) (France)], 

.Cosserat (François) [Douai (Nord, France): 26.10.1852] [23.1.1898], ancien 
élève de l'École Polytechnique de Paris; membre de la Société Mathématique de France; 
ingénieur cai chef des Ponts et Chaussées. [Boulevard St.-Germain, 112 — Pari^, 
VI' (France)], 

Costa «Gregorio) [Napoli: 29.5.1856] [4. 12. 1887], ingegnere; dottore in Fisica; 
sodo corrispondente del R. Istituto d'incoraggiamento di >fapoli ; prof, di Fisica ap- 
plicata nel R. Istituto Tecnico e prof, di Fisica sperimentale nel Collegio Militare di 
Napoli [Via Tribunali, 1^4— Napoli (Italia)], 

Cremona (Luigi) [Pavia: 7.12.1830] [20.11. 1887], senatore del Regno; ex Mi- 
nistro della Pubblica Istruzione ; LL. D. Edinburgh ; D. Se. Dublin ; Hon. F. C. P. S. ; 
dottore (honoris causa) in Matematica dell'Università di Christiania ; associato straniero, 
membro onorario, sodo o corrispondente delle Accademie e Società seguenti : Wiscundig 
Genootschap te Amsterdam, Königl. Preussische Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin, R. Accademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna, American Academy of 
Arts and Sciences (Boston\ Cambridge Philosophical Society, Società Reale Danese 
ddle Scienze (Copenhagen), Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
Deutsche Mathematiker- Vereinigung, Société Royale des Sciences de Liege, Royal 
Society of London, British Association for the Advancement of Science, London Ma- 
thematical Society, R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, Königl. Bayerische Aka> 
demie der Wissenschaften zu München, Società Reale (Accademia delle Scienze Fisi- 
che e Matematiche) di Napoli, R. Accademia delle Scienze, Lettere e Belle Arti di Pa- 
lermo, Instìmt de France (Académie des Sciences), Société Philomathiaue de Paris, 
Société Mathématique de France, Königl. Böhntische Gesellschaft der Wissenschaften 
(Praga), Società Matematica di Praga, R. Accademia dei Lincei (Roma), R. Accademia 
deDe Scienze di Torino, Kaiserl. Akademie der Wissenschaften (Vienna) ; presidente 
della Società Italiana delle Scienze (detta dei XL) ; membro del Consiglio Direttivo del 
Grcolo Matematico di Palermo ; redattore degli Annali di Matematica pura ed applicata; 
OTof. onorario della R. Università di Bologna ; prof. ord. di Geometria superiore nella 
R. Università di Roma ; direttore della R. Scuoia d'Applicazione per gl'Ingegneri in 
Roma. [Piana S, Pietro in Vincoli^ j — Roma (Italia)]. 

Daniele (Ermenegildo) [Chivasso (Prov. di Torino): 13. 10.1875] [13. 11. 1808], 
dottore in Matematica; libero docente di Meccanica razionale e prof, intemo di Ma- 
tematica presso la Scuola Normale in Scienze della R. Università di Pavia. [R* Uni- 
versità — Pavia (Italia)], 

De Bonder (Théophile) [Schaerbeek (Brabant, Belgique): 19.8.1872] [3. 4.1 901], 
docteur es Sciences physiques et mathématiques. [Rue Masui, 1^6 — Bruxelles (Bel- 
gique)]. 

De Franchis (Michele) [Palermo : 6.4.1875] [13.1.1895], dottore in Matematica ; 
Ubero docente di Geometria analitica e proiettiva nella R. Università di Messina ; prof, 
jid R. Irótuto Tecnico «di .Messina. [R. Istituto Tecnico — Messina (Italia)], 

Ami. Circ. UiUtm. PsUrmo, t. XVII (1903). — Sumpato il 17 aprile 1903. h 
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Del Giudice (Modestino) [Mercogliano (Prov. di Avellino): 1 3.2.1864] [15.1.1899], 
dottore in Matematica; libero docente di Geometrìa a dialitìca, ed assistente alle cattedre 
di Geometrìa analitica e Geometria projetiiva, nella R. Università di Napoli. [Via Ri- 
mini, J7 — Napoli (Italia)], 

Del Pezzo (Pasquale), duca di Cajanello [Berlino: 2.5.1859] [5.12 1886], dottore 
in Diritto e in Matematica ; socio dell'Accademia Pontaniana e della R. Accademia 
delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli; socio corrispondente del R. Istituto 
d'incoraggiamento in Napoli; membro della Société Mathématique de France; membro 
del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; prof. ord. di Geometria 
superiore nella R. Università di Napoli. [Piacila S, Marcellino^ 2 — Napoli (Italia)]. 

Del Re (Alfonso) [Calitri (Prov. di Avellino): 9.10.1859] [i 3.2.1887], dottore 
in Matematica; socio non residente della R. Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di 
Modena e della Società dei Naturalisti di Modena ; socio residente dell'Accademia Pon- 
taniana ; membro del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; prof. ord. 
di Geometria descrittiva con disegno nella R. Università di Napoli. [R, Università — 
Napoli (Italia)]. 

Dini (Ulisse) [Pisa: 14.11.1845] [22.7.1900], dottore in Matematica; senatore 
del Regno; membro della Giunta e del Consìglio superiore di Pubblica Istruzione; 
socio della R. Accademia dei Lincei (Roma), della Società Italiana delle Scienze (detta 
dei XL) (Roma) e della R. Accademia delle Scienze di Torino ; sodo corrispondente 
della R. Accademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna, del R. Istituto Lombardo di 
Scienze e Lettere (Milano) e della Königl Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttin- 
gen ; membro onorario della London Mathematical Society ; dottore (honoris causa) in 
Matematica dell'Università di Christiania ; membro del Consiglio Direttivo del Circolo 
Matematico di Palermo ; redattore degli Annali di Matematica pura ed applicata; diret- 
tore della R. Scuola Normale superiore di Pisa ; prof. ord. di Analisi superiore ed ine. 
di Calcolo infinitesimale nella R. Università di Pisa. [R, Scuola Normale superiore — 
Pisa (Italia)]. 

Di Pirro (Giovanni) [ ] [10.3. 1895], dottore in Matematica. [Via Buonarroti^ 59, 
int. )4 — Roma (Italia)]. 

Di Simone (Guglielmo) [Palermo: 7.9.1862] [25.1. 1885], ingegnere. [Via Prin- 
cipe Scordia, 11 — Palermo (Italia)]. 

D'Ovidio (Enrico) [Campobasso: 11.8.1843] [4.12.1887], uno dei XL della So- 
cietà Italiana delle Scienze (Roma); sodo nazionale della R. Accademia dei Lincei 
Soma), della R. Accademia delle Scienze di Torino ; corrispondente del R. Istituto 
mbardo di Scienze e Lettere (Milano) e della R. Accademia delle Scienze di Napoli ; 
socio dell'Accademia Pontaniana di Napoli ; socio onorario dell'Accademia di Scienze 
ed Arti di Modena ; membro delle Soaetà Matematiche di Francia e di Praga ; pre- 
side della Facoltà Matematica, prof. ord. di Algebra complementare e Geometria ana- 
litica, ed ine. di Analisi superiore, nella R. Università di Torino. [Corso Oporto, }0 — 
Torino (Italia)]. 

Duràn Loriga (Juan J.) [La Coruna (Espaiia) : 1 7.6.1854] [26.1. 1896], miembro 
de la Société Mathématique de France ; miembro de la Association Française pour 
l'Avancement des Sciences ; miembro de la Sodedad Cientlfica « Antonio Alzate » 
(Mexico) ; Director de la Academia preparatoria para carreras Civiles y Militares ; Co- 
mandante de Artilleria (al riposo) ; Ingeniero inaustrial. [Pla^^a de Maria Pita, 20 — 
La Coruna (Espana)]. 

Enriques (Federico) [Livorno: 5.1.1871] [22.7.1894], dottore in Matematica; 
sodo onorario dell'Accademia delle Sdenze dell'Istituto di Bologna ; prof. ord. di Geo- 
metria proiettiva e descrittiva con disegno nella R. Università di Bologna. [Via 
S. Giuliano, 2 (Strada Stefano) — Bologna (Italia)], 

Fano (Gino) [Mantova: 5.1.1871] [8.1.1893], dottore in Matematica; sodo ef- 
fettivo della R. Accademia Virgiliana di Scienze, Lettere ed Arti di Mantova ; corri- 
spondente della R. Accademia Peloritana di Messina ; membro della Deutsche Mathe- 
matiker-Vereinigung ; prof, straord. di Geometria proiettiva e descrittiva con disegno 
nella R. Università di Torino. [R. Università — Torino (Italia)]. 

Fazzari (Gaetano) [Tropea (Prov. di Catanzaro): 6. io. 1856] [i 5.1. 1899], dot- 
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tore in Matematica ; direttore del Pitagora; prof, nel R. Liceo Umberto i*' di Palermo. 
[Ficaio Chiuso al Corso Olivu:^^.^, io — Palar mo (Italia)]. 

Ferretti (Giovanni) [Mestre (Prov. di Venezia): 24.5.1879] [25.5.1902], dottore 
in Matematica. [Via del Macao, 6, int, io — Roma (Italia)], 

Floridia (Giorgio) [Modica (Prov. di Siracusa): 23.7.1867] [5.1.1890J, dottore 
m Matematica ; prof, nei R. Liceo di Modica. [R. Liceo — Modica (Prov, di Siracusa) 
(Italia)]. 

Fouret (Georges) [Paris: 29.1. 1845] [4.12.1887], ancien élève de l'École Poly- 
technique de Paris; capitaine du Génie en retraite; membre honoraire de la Société 
Philomathique de Paris; membre et ancien président de la Société Mathématique de 
France ; membre du Conseil de la Société d'Encouragement pour l'Industrie Natio- 
nale ; membre du Comité consultatif des Assurances contre les accidents du travail ; 
memibre de la Société des Ingénieurs civiles de France et de l'Institut des Actuaires 
Français ; membre de l'Association Française pour l'Avancement des Sciences ; membre 
de la Commission permanente internationale du « Répertoire Biblio&;raphique des Scien- 
ces mathématiques » ; examinateur d'admission et répétiteur à 1 École Polytechnique 
de Paris. [Avenue Carnot^ 4 — Paris, XV li^ (France)], 

Fubini (Guido) [Venezia: 19.1.1879J [12.4. 1903], dottore in Matematica ; ine di 
Analisi superiore neÛa R. Università di Catania. [Hôtel Sangiorgi — Catania (Italia)]* 

Galdeano (Don Zoel Garda de) [Pamplona (Navarra^ Espana): 5.7.1846] 
[24. 5.1 89 ij. Doctor en Ciendas matemiticas; sodo correspondiente de la Real Aca- 
démia de Ciendas Exactas Fisicas y Naturales de Madrid; socio correspondiente de 
la Academia Real das Sdendas de Lisboa ; miembro de la Société Mathématique de 
France ; miembro de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; miembro de la Com- 
mission permanente international du « Répertoire Bibliographique des Sdences Mathé- 
matiques » ; catedrdtico de Cilculo diferencial é integral de la Universidad de Zara- 
goza. [CosOf 99 — Zaragoza (Espana)], 

Garibaldi (Cesare) [Genova: 27.5.1865] [8.1. 1893], ingegnere; dottore in Ma- 
tematica ; assbtente alla cattedra di Calcolo infinitesimale nella R. Università di Ge- 
nova. [Via ßalbij )8 — Genova (Italia)]. 

*Gebbia (Michde) [Palermo: 7.2.1854J [2.3.1884], membro della Société Mathé- 
matique de France ; membro del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; 
libero docente di Meccanica razionale nella R. Università di Palermo; ine. di Statica 
grafica nella R. Scuola d'Applicazione per gl'Ingegneri in Palermo. [Piana Bologniy 2} 
— Palermo (Italia)], 

Gerbaldi (Francesco) [Spezia (Prov. di Genova): 2Q.7.1858J [27.7.1887], dot- 
tore in Matematica ; sodo attivo e segretario della classe m Sdenze naturali ed esatte 
della R. Accademia di Sdenze, Lettere e Belle Arti di Palermo; membro della So- 
dété Mathématique de France e della Deutsche Mathematiker-Vereinigimg; segretario 
del Coraiuto Italiano pel «Repertorio Bibliografico ddle Scienze Matematiche»; mem- 
bro dd Consiglio Diretdvo dd Circolo Matematico di Palermo ; prof. ord. di Geome- 
tria anahtica e projettiva, ed ine. di Analisi superiore, nella R. Università di Palermo. 
[Via Gaetano ûaita, 21 — Palermo (Italia)]. 

fGerrans (Henry Tresawna) [Plvmouth (England): 23.8.1858] [8.2.1903], 
M. A. Oxford ; Member of the London Mathematical Sodety ; Member of the Ame- 
rican Mathematical Sodety ; Member of the Sodété Mathématique de France ; Fellow 
and Tutor of Worcester College, Oxford. [St. John Struts 20 — Oxford (England)]. 

Gigli (Duilio) [Sansepolcro (Prov. di Arezzo): 8.1. 1878] [22.6.1902], dottore in 
Matematica. [Via Aurelio Saß, 2 — Forlì (Italia)]. 

Giudice (Francesco) [Codevilla (Prov. di Pavia): 1.3. 1855] [24.1.1886], inge- 
gnere ; dottore in Matematica ; libero docente di Algebra complementare nella R. U- 
niversità di Genova ; prof, nd R. Istituto Tecnico di Genova. [R. Istituto Tecnico — 
Genova (Italia)], 

Giulotto (Virgilio) [Mantova: 5.5.1877] [9. 11. 1902], dottore in Matematica; 
prof, nd R. Ginnasio di Licata. [R. Ginnasio — Licata (Prov. di Girgenli) (Italia)], 
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Ckimaldi (Gîovan Pietro) [Modica (Prov. dì Sincosa): 28.iai86o] [8.i.f888], 
dottore in Fisica; sodo effettivo e segretario delTAcoideinìa Gioenia di Caunia; 
prof. ord. di Fisica speriraenule, ed ine di un corso di Fìsica per i medici ed i £ir- 
nudsti, nella R. Università di Catania. [Via Androne, 2$ — Catania (Italia)]. 

* f Giicoia (Nob. Giovanni Battista) dei Marchesi di Ganxaria [Palermo: 21. io. 185 5] 
[2.5.1884J, dottore in Matematica; sodo attivo della R. Accademia di Sdenze, Lettore 
e Belle Arti di Palermo; membro della Sodété Mathématique de France, dell' Asso- 
ciation Française pour TAvanccment des Sdences e della Deutsche Mathematiker- Ve- 
reinigung; corrispondente della Société Philomathique de Paris, ddla Sodètè Royale 
de^ Sciences de Liege e della Sodetà di Sdenze Naturali ed Economiche di Palermo; 
membro della Commissione permanente intemazionale del « Repertoire Bibliographique 
des Sciences Mathématiques » ; membro dd Consiglio Direttivo e direttore dei Renài-' 
conti del Circolo Matematico di Palermo; prof. ord. di Geometrìa superiore nella R. U- 
tuversiti di Palermo. [Via Ruggiero Settimo, 50 — Palermo (Italia)], 

GKierra (Ester Paolo) [Palermo: 16.1.1871] [15.1.1899J, ingegnere; insegnante 
di Matematica ndla Scuola Normale dell'Educatorio Whitater. [ria Bosco, io — Po- 
termo (Italia)], 

Orldén (Hans Obf Frederik) [Jena (Sachsen-Weimar, Deutschland): 7.11.1867] 
(1 2.3. 1 899 J, capitaine dans la Marine Royale Suédoise; professeur d'Astronomie à l'É- 
cole Navale de Stockholm. [Sibyllegatan, 40 — Stockholm (Suède)]. 

f Halsted (George Bruce) [Newark (New Jersey, U. S. A.): 25.1 1.1853] [13.5.1894], 
A. M. Princeton College; Ph. D. Johns Hopkins University; Member of the Ameri- 
can \fatheinatical Sodety; Member of the London Mathematical Sodety; Member of 
the Sodété Mathématique de France; Member of the Deutsche Mathematiker-Verei- 
nigu g ; Member of the Sociedad Cientifica « Antonio Alzate » (Mexico) ; Member of 
the Sodedad de Geografìa y Estadistica (Mexico) ; Member of the Association for the 
Improvement of Geometrical Theaching; Member of the Mathematical Association: 
Member of the Sodety for the Promotion of the Engineering Education; Fellow ot 
the American Association for the Advancement of Sdence; President of tìie Texas 
Academv of Sdence; ex-Fellow of Princeton College; twice FeUow of Johns Hop- 
kins University; Intercollegiate Prizeman; sometime Instructor in Post Gnduate Ma- 
thematics^ Princeton College; Professor of Mathematics in the Univeisity of Texas. 
[Guadalupe Street, 2407 -^ Austin (Texas) (U.S. A,)]. 

t Humbert (Georges) [Paris: 7.1. 1859] [4.12.1887J, anden élève de l'École Po- 
lytechnique de Paris ; ingénieur des Mines ; docteur es Sdences mathématiques ; mem- 
bre de l'Institut de France (Académie dts Sdences, section de Géométrie); membre 
de la Société Philomathique de Paris ; membre et anden président de la Sodété Ma- 
thématique de France; membre de la Commision permanente internationale du «Ré- 
pertoire Bibliographique des Sciences Mathématiques»; professeur d'Analyse à l'École 
Polytechnique de Paris. [Rue Dauhigny, 6 — Paris, XV IP (France)]. 

Jadanza (Nicodemo) [Campohttaro (Prov. di Benevento): 14.10.1847] [9.9.1888J, 
dottore in Matematica; sodo residente della R. Accademia ddle Sdenze di Torino; 
corrispondente deirAccademia Pontaniana di Napoli; prof. ord. di Geodesia teoretica 
ndla R. Università di Torino; prof, straord. di Geometria pratica nella R. Scuola 
d'Applicazione per gli Ingegneri in Torino. [R. Università-^ Torino (Italia)]. 

t Jordan (CamiUe) [Lyon (Rhône, France) : 5. X.1858J [9.6.1889], membre de l'In- 
ititut de Franco (Académie des Sdences, section de Géométrie) ; membre de la So- 
dété Philomathique de Paris ; membre et anden président de la Sodété Mathématique 
de France • meinbre de l'Association Française pour 1 Avancement des Saences; assodé 
étranger de la R. Accademia dd Lined (Rome); membre correspondant de l'Aca- 
détiiic de Lvon de la R Accademia delle Saenze di Tonno, du R. Isumto Lo.iibardo 
di Sdcnic i Lettere (Milan), de l'Accademia Pontifida dei Nuovi Lined (Rome), de 
rAoffiSc rÄ dei Ä des Letirt^s et des Beaux-Arts de Belgique (Bruxdles). 
ivhcTllSXi^^^^ Sdences de St.-Pétersbourg, de la PhysikaEsch-med dn^e 
Sndfflt InTrlinJ^ de la Cambridge Phüosophical Wty;^^^^^ 
Sadété d<i Sciences d'Athènes; docteur Q'^^^!^'^l^^±^^ 
éê ChrtofUni« ; ancien Ingénieur en chef des Mmes ^*/^^«^«^^ff, J^^^)' ^^ 
i« Jouffiêl àê Mathématiques pures et appliquées; professeur de Mathémauques au Col- 
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lege de France ; professeur d'Analyse à l'École Polytechnique de Parisw [Ruê ds Vor 
rtmmê, 4g — Paris, Vil* (France)]. 

Jung (Giuseppe) [Milano: 16. 3. 184 5] ^5.6.1887], dottore in Matematica ; membro 
effettivo del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) ; membro della Société 
Mathématique de France; membro onorario della British Association for the Advan- 
cement of Sdence ; redattore degli Annali di Matematica pura ed applicata; prof. ord. 
di Statica grafica e Geometria proiettiva nel R. Istituto Tecnico superiore di Milana 
[Faiebtntf rateili, i^-^ Milano (Italia)]. 

Kerbedz (M.me Eugénie de) [] [24.1. 1892]. [Kou^nietschnci, 14 — St.-Péters^ 
hourg (Russie)]. 

Krause (Martin Johann) [Wildknit (Ostpreussen) : 29.6.185 1] [10.11.1889], 
G. H. R.; Dr. phil ; MitgKed der Kgl. Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Leipzig; Mit^ed der Deutschen Mathematiker-Vereinigung; Professor an der Tech- 
nischen Hochschoie zu Dresden. iLiebig s trasse 12 — Dresden (Deutschland)], 

Laiaant (Charles-Ange^ [Basse-Indre (Loire -Inférieure, France): 1.11.1841] 
[24.5.1 89 ij, anden élève de l École Polytechnique de Paris; docteur es Sciences ma- 
thématiques; membre de k Société Philomathique de Paris; membre et anden prési- 
dent de la Société Mathématique de France; membre et ancien président des deux 
premières sections de l'Association Française pour l'Avancement des Sciences ; membre 
correspondant de l'Academia Real das Sciendas de lisboa, de la Real Académia de 
Ciendas Exactas Fisicas y Naturales de Madrid, de l'Instituto de Coimbra, de la So- 
dété dts Sdcnces Physiques et Naturelles de Bordeaux, de la R. Accademia di Sdenze, 
Lettere ed Arti di Padova, de l'Institut National de Genève; secrétaire de la Com- 
mission pefinanente internationale du Répertoire Bibliographique des Sdences Mathé- 
matiques ; directeur des Nouvelles Annales de Mathématiques, de Y Intermédiaire des 
Mathématiciens et de \ Enseignement Mathématique; examinateur d'admission et répétiteur 
â l*École Polytechnique de Paris. [Avenue Victor-Hugo, 162— Paris, XVI* (Franu)], 

La Mensa (Giovanni) [Palermo: 13.1.1847] [16.1. 1887], ingegnere; prof, di 
Costruzioni, Disegno relativo e Geometria descrittiva nel R. Istituto Tecnico di Pa- 
lermo. [Via Rosolino Pilo, 14 — Palermo (Italia)]. 

Lan2a (Conte Giuseppe) di Mazzarino [Palermo: 6.3.1866] [22.6.1890], membro 
deDa Sodetà Siciliana perla Storia Patria. [Via Macqueda, 5^9 — Palermo (Italia)], 

Lauricella (Giuseppe) [Girgenti: 15.12.1867J [26.2.1 893 J, dottore in Matema- 
tica; sodo effettivo dell'Accademia Gioenla di Catania; prof. ord. di Calcolo infinite- 
simale ed ine di Fisica matematica nella R. Università di Catania. [Via Reitano, io 
'-' Catania (Italia)], 

Lebon (Désiré-Emcst') [Audigny (Aisne, France): 25.8.1846] [24.3.1889], agrégé 
de l'Université; lauréat de l'Institut de France; meinbre de la Société Astronoiuique 
de France; membre de la Royal Astronomical Society of London; membre de l'Alliance 
Française pour la Propagation de la Langue française dans les colonies et à l'étranger; 
membre de la Sodété des Amis de l'Université de Paris; délégué de la Sodété As- 
tronomique de France au Congrès International des Sdences Historiques de Rome (avril 
1903); anden professeur suppléant de Géométrie descriptive au Conservatoire des Arts 
et Métiers de Paris; professeur de Mathématiques au Lycée Charlemagne de Paris; cor- 
recteur pour l'admission à l'École Militaire et examinateur pour le Baccalauréat mo- 
derne à la Sorbonne. [Rue des Écoles, 4***' — Paris, V* (France)], 

Levi (Beppo) [Torino: 14. 5. 187 5] [8.5.1898J, dottore in Matematica; prof, nel 
R. Istituto Tecnico di Piacenza. [Via Pastrengo, 12 — Torino (Italia)]. 

Levi-Civita (Tullio) [Padova: 29.3.1873] [24.2.1895J, dottore in Matematica; 
membro della Deutsche Mathematiker-Verdnigunp prof, di Meccanica razionale ed 
faic. di Meccanica superiore nella R. Università di Padova. [Via Altinate, 14 — Padova 
(Italia)]. 

Lo Monaco Aprile (Luigi) [Palermo: 44.1875] [27.12.1896], dottore in Ma- 
tematica; assistente volontario alla cattedra di Geometria superiore nella R. Università 
<fl Palermo; prof, nel R. Liceo Ginnasio Vittorio Emanuele di Palermo. [Via Principe 
Belmvnte, ß — Palermo (Italia)]. 
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Loria (Gino) [Mantova: 19.5.1862J [4.12.1887], dottore in Matematica; sodo 
corrispondente della R. Accademia Virgiliana di Scienze, Lettere ed Arti di Mantova, 
della Sodedad Cientifìca « Antonio Alzate » (Mexico), della R. Accademia di Sdenze, 
Lettere ed Arti di Modena, dell'Accademia Pontaniana di Napoli, della Kgl. Böhnüschen 
Gesellschaft der Wissenschaften (Praga;; membro dell' Assodadon for the Improvement 
of Geometrical Teaching; membro della Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; membro 
del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo; direttore del Bollettino di 
Bibliografoi e Storia delle Sciente matematiche; preside della Facoltà di Sdenze, profes- 
sore ord. di Geometria superiore ed ine. di Geometria descrittiva nella R. Umversità 
di Genova. [Passo Caffaro, i — Genova (Italia)], 

Lugaro (Enrico) [Palermo: 2. 12. 1876] [21. 1. 1900], dottore in Matematica; assi- 
stente volontario alla Cattedra di Geometria analitica e projettiva nella R. Università 
di Palermo. [Via Villa/ranca, 20 — Palermo (Italia)], 

Blacaluso (Damiano) [Palermo: 27.4.1845] [i 8.4.1886], ingegnere; sodo attivo 
e direttore della classe di Sdenze naturali ed esatte della R. Accademia di Sdenze, 
Lettere e Belle Arti di Palermo ; sodo ord. della Società di Scienze Naturali ed Eco- 
nomiche di Palermo; sodo onorario deU' Accademia Gioenia di Catania; sodo corri- 
spondente della R. Accademia dei Lincei (Roma); prof. ord. di Fisica sperimentale, 
ed ine. di un corso di Fisica per gli studenti di Medidna e Farmada, nella R. Uni- 
versità di Palermo. [R, Università — Palermo (Italia)], 

Macfkrlane (Alexander) [Blairgowrie (Perthshire, Scotland): 2 1.4. 1 851] 
[23.12.1894], M. A., D. Sc. Edinburgh, L. L. D.; Member of the Royal Sodety of 
Edinburgh; Member of the American Mathematical Society (New-Jork); Member of 
the Deutsche Ma thematiker- Vereinigung; Member of the Sodedad Cientifica «An- 
tonio Alzate » (Mexico); General Secretary of the « International Assodation for the 
promotion of the Study of Quaternions and Allied Systems of Mathematics; Pro- 
fessor of Mathematical Physics, Lehigh University, South Bethlehem, Pa. [Cowrie 
Grove — Chatham (Ontario) (Canada)], 

Maori (Vincenzo) [ ] [23.3.1890], ingegnere. [Casteltermini (Prov. di Girgenti) 
(Italia)]. 

* Maisano (Giovanni) [Mezzojuso (Prov. di Palermo): 23.5.1852] [2.3.1884], dot- 
tore in Sdenze Fisico-Chimiche ; dottore in Matematica ; sodo ordinario della R. Acca- 
demia Peloriuna di Sdenze, Lettere e Belle Arti di Messina; sodo attivo della R. Acca- 
demia di Sdenze, Lettere e Belle Arti di Palermo; prof. ord. di Alg^ebra nella R. U- 
niversità di Palermo. [Via Macqueda, 14$, }° p^ — Palermo (Italia)], 

Mancini (Emesto) [] [14.1.1894], ingegnere. [Via Lungara, io — Roma (Italia)], 

Marcolongo (Roberto) [Roma: 23.8.1862] [13. 5. 1888], dottore in Matematica; 
prof. ord. di Meccanica razionale ed ine. di Fisica matematica nella R. Università di 
Messina. / R, Università — Messina (Italia)], 

Marietta (Giuseppe) [Catania: 10.10.1878] [22.1 2.1 901], dottore in Matematica; 
assistente alla cattedra di Geometria projettiva e descrittiva, assistente onorario alla 
cattedra di Calcolo infinitesimale, ed incaricato per l'insegnamento della Matematica 
per i Chimid, nella R. Università di Catania. [ Via Motta, ; — Catania (Italia)], 

Martin (Artemas) [Steuben Co. (New York, U. S. A.): 3.8.1835] [14.11.1897], 
M. A., Ph. D., LL. D.; Member of the London Mathematical Society ; Member of the 
Sodété Mathématique de France; Member of the Edinburgh Mathematical Sodety; 
Member of the Mathematical Association, England; Member of the Deutsche Mathe- 
matiker-Verdnigung; Member of the American Mathematical Sodety; Member of the 
Philosophical Sodety of Washington; Fellow of the American Association for the 
Advancement of Sdence; Editor and Publisher of the Mathematical Visitor; Editor 
and Publisher of the Mathematical Magazine, [çi^ N Strut, N, fV, — Washington, 
B.C. (U,S,A,)], 

Martinetti (Vittorio) [Mantova: 11.8.1859] [24.1. 1886], dottore in Matematica; 
sodo ordinario della R. Accademia Pelorìtana di Sdenze, Lettere e BeUe Arti di Mes- 
sina ; corrispondente della R. Accademia Virgiliana di Sdenze, Lettere e Belle Arti di 
Mantova e dell'Accademia Gioenia di Caunia ; rettore della R. Università di Messina; 
prof« ord. di Geometria projettiva e descrittiva con disegno, ed ine di Geometria su- 
periore, nella R. Università di Messina. [R, Umversità — Messina (Italia)], 
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Bfartone (Michele) [Napoli: 18.8.1851] [9.7.1899], sodo ordinario della R. Ac- 
cademia Peloritana di Scienze, Lettere e Belle Arti di Messina ; prof, di Matematica nei 
R. Istituto Tecnico di Messina. [Fermo in Posta — Messitm (Italia)]. 

Masoni (Udalrigo) [Napoli: 11. 7.1860] [13.2.1887], dottore in Matematica; in- 
gegnere; sodo residente dell'Accademia Pontanìana di Napoli; sodo ordinario residente 
del R. Istituto d'Incoraggiaraento di Napoli ; sodo nazionale corrispondente della R. Ac- 
cademia delle Sdenze Fisiche e Matematiche di Napoli ; Presidente della Giunta di Vi- 
gibnza degl'Istituti tecnico e nautico; già Presidente del Consiglio dell'Ordine e del 
Collegio degl'Ingegneri ed Architetti di Napoli; libero docente di Meccanica razionale 
nella R. Università di Napoli ; prof. ord. di Idraulica teoretica e pratica, e direttore del 
rdativo Gabinetto, nella R. Scuola d'Applicazione per gl'Ingegneri in Napoli. [Via A/e- 
dina, 6} — Napoli (Italia)], 

Massarini (Sig.na Iginia) [] [24.11.1895], dottoressa in Matematica, tit. di Ma- 
tematica nella Scuola Tecnica Femminile Marianna EMonigi di Roma; ine. di Matema- 
tica nel Ginnasio Femminile di Roma. [Via Na^ionaUy i^S — Roma (Italia)], 

Medolaghi (Paolo) [Firenze: 24.11. 1873] [27.3.1898], dottore in Matematica; 
libero docente di Calcolo infìnitesimale e assistente straord. alla cattedra di Geometria 
superiore nella R. Università di Roma ; vice-direttore della Cassa nazionale di previ- 
denza per la vecchiaja e per la invalidità degli operai. [Via Manin, 69 — Roma (Italia)] 

MendizàbaI TamborrelCJoaquin de) [Puebla (Mexico): 20.^1856] [11.1.1891]» 
Ingenicro Geografo y Militar ; Miembro honorario de la Sociedad Cientffica « Antonio 
Alzate » de Mexico ; Socio de numero de la Sodedad Mexicana de Geografia y Està- 
distica ; Miembro de la London Mathematical Sodetv, de la Edinburgh Mathematical 
Sodety, de la Sodété Mathématique de France, de la American Mathematical Sodetv ; 
Miemliro de las Sodedades Astronómicas de Alemania y Franda ; Miembro de las 
Sodedades de Geografia de Berlin, Bruxelles, Madrid, Mexico y Paris; Miembro cor- 
respondiente de la R. Accademia delle Scienze di Padova; Miembro de la Sodété 
Sdentifique de Bruxelles ; Miembro de la Associación de Ingenieros de Mexico ; Miem- 
bro de la Sodedad Mexicana de Historia Naturai. [Sociedad Aliate. Palma, ij — Mexico 
(Mexico)]. 

Bfignosi (Gaspare) [Palermo: 6.1. 1875] [26.1.1902], dottore in Matematica; as- 
sistente volontario alla cattedra di Algebra complementare nella R. Università di Pa- 
lermo. [Via S. Agostino, 55 — Palermo ( Italia)], 

Mineo eCorradino) [Palermo: 26.7.1875] [i 2.1. 1902], dottore in Matematica; as- 
sistente al gabinetto di Geodesia ddla R. Università di Palermo. [Via Fortunato Fe- 
dele, 6, f p"" — Palermo (Italia)]. 

Bfittag-Leffler (Gösta) [Stockholm (Suède): 16.3. 1846] [i 3.5.1888], Dr. phil. 
(Upsala) ; docteur (honoris causa) en Mathématique de l'Université de Bologne et de 
l'Université de Christiania ; docteur honoraire « of Civil Laws » de l'Université de 
Oxford ; docteur honoraire en Sciences de l'Université de Cambridge ; assodé étranger, 
membre honoraire, membre ou correspondant des Académies et Sodétés suivantes : 
Wiskundig Genootschap te Amsterdam, Sodété Parnassos d'Athènes, R. Accademia 
delle Sdenze dell'Istituto di Bologna, Académie Royale des Sciences, des Lettres et 
des Beaux-Arts de Belgiaue (Bruxelles), Académie Royale des Sciences de Hongrie 
(Budapest), Cambridge Philosophical Sodetv, Sodété Royale des Sdences de Norvège 
(Christiania), Sodété Royale Danoise des Sdences (Copenhague), König!. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu G'öttingen, Leopoldinisch-Carolimsche Akademie in Halle, Finska 
Vctenskaps-Sodeteten ^Hekii^ors), Deutsche Mathematiker-Vereinigung, Sodété Ro- 
yale des Sdences de Liege, Royal Sodety of London, British Association for the 
Advancement of Sdence, London Mathematical Sodety, Manchester Literary and Phi- 
losophical Sodety, Sodété Mathématique de Moscou, Sodetà Reale (Accademia delle 
Sdenze Fisiche e Matematiche) di Napoli, Accademia Ponianiana di Napoli, Institut 
de France (Académie des Sdences). Sodété Mathématique de France, R. Accademia 
dd Lincei (Rome), Académie Impériale des Sdences de St-Pétersbourg, Kongl. Svenska 
Vetenskaps- Akademien (Stockholm), R. Accademia delle Sdenze di Torino, Kongl. 
Vetcnskaps-Sodeteten (Sodetas Regia Sdentiarum Upsaliensis); membre du Consiglio 
Direttivo dd Circolo Matematico di Palermo ; rédacteur en chef des Acta Mathematica; 
professeur d'Analyse supérieure à l'Université de Stockhohn. [Djursholm (Stockholm) 
(Suide)]. 
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Montesano (Domenico) [Potenza: 22.12.1663] [i 3.5.1888], dottore in Matema- 
tica; sodo nazionale corrìspondente della R. Accademia delle Scienze Fisiche e Mate- 
matiche di Napoli; sodo residente dell'Accademia Pontaniana di Napoli; prof. ord. di 
Geometria proiettiva, e libero docente di Geometria superiore, nella R. Università di Na- 
poli. [Via Duomo, j6 —Napoli (liaìia)], 

Montessus de Ballore (Vicomte Robert de) [Lyon (Rhône, France): 20.5.1870] 
[13.1.1901J, licendé ès Sdence» mathématiques; membre de la Sodété Mathématique 
de France ; membre de la Société Scientifique de Bruxelles ; maître de Conférences 
et chargé de cours à la Faculté libre des Sdences de Lille. [Boulevard de la Liberté^ 
121— Lille (Nord) (France)]. 

Moore (Eliakim Hastings) [Marietta (Ohio) (U. S. A.): 26.1. 1862] [27.1.1889], 
B. A., Ph D. (Yale, Götringen, honorarv); Member of the National Academy of 
Sdences (Washington) ; Member and ex-1President of the American Mathematical So- 
dety ; Me nber of the London Mathematical Sodety ; Member of the Deutsche Ma- 
the iiatiker- Vereinigung ; Editor of the Transactions of the American Mathematical So^ 
ciety; Professor and Head of the Department of Mathematics, University of Chicago. 
[Washington Avenue ^6ij — Chicago (III) (U. S, A.) J, 

Morale (Michele) [Bagni Canicattini (Prov. di Siracusa): 2 1.7. 1874] [i 2.2.1 899], 
dottore in Matematica. [Bagni Canicattini (Prov. di Siracusa) (Italia) J. 

Morera (Giacinto) [Novara: 18.7.1856J [4.12.1887], dottore in Matematica; so- 
do corrispondente della R. Accademia dei Lincei (Roma) ; sodo residente della R. Ac- 
cademia delle Scienze di Torino; prof, onorario ddla R. Università di Genova; prof, 
ord. di Meccanica razionale ed ine. di Meccanica superiore ndla R. Università di To- 
rino. [Via Della Rocca, 22 — Torino (Italia)]. 

Newson (Henry Byron) [Mount Gilead (Ohio, U. S. A.): 10.7.1860] [25.8.1901], 
M. A., Ph. D. ; Member of the American Mathematical Sodety ; Member of the Deut- 
sche Mathematiker-Verdnigung ; Editor of die Kansas University Science Bulletin ; 
Professor of Mathematics in the University of Kansas. [University of Kansas — Law^ 
fence (Kan.) (U. S. A.)]. 

Nobile (Vittorio) [Napoli: 27.10.1875] [10.2.1901], dottore in Matematica; i** as- 
sistente nel R. Osservatorio Astronomico di Napoli; assistente alla cattedra di Geo- 
metria descrittiva nella R. Università di Napoli. [R. Osservatorio Astronomico di Cor- 
podimonte — Napoli (Italia)]. 

Paci (Paolo) [Ameglia (Prov. di Genova): 1 5.5.1847] [25.1.1891], dottore in 
Matematica ; dottore aggregato della R. Università di (jenova ; prof. ord. nella R. Scuola 
superiore di applicazione per gli Studi Commerciali e nel R. Liceo Colombo di Ge- 
nova. [Via Caffaro, 22 — Genova (Italia)]. 

Painlevé (Paul) [Paris: 5. 12.1863] [28.4.1895], docteur ès Sdences mathéma- 
tiques ; membre de Tlnstitut de France (Académie des Sdences, section de Géométrie) ; 
membre de la Sodété Mathématique de France et de la Société Astronomique de 
France ; maître de Conférences à l'École Normale supérieure de Paris ; répétiteur à l'É- 
cole Polytechnique de Paris. [Cité Vaneau, 5? — Paris, VIP (France)]. 

Pascal (Emesto) [Napoli: 7.2. 1865 J [24.12.1899], dottore in Matematica ; mem- 
bro effettivo del R. Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere (Milano) ; sodo corrispon- 
dente ddla R. Accademia dei Lincei (Roma) e dell'Accademia Pontaniana di Napoli; 
membro della R. Accademia delle Scienze di Praga; membro del Consiglio Direttivo 
dd Circolo Matematico di Palermo ; prof. ord. di Calcolo infinitesimale ed me. di Analisi 
superiore nella R. Università di Pavia [Via Principe Umberto, 29 — Milano (Italia)]. 

Paterno di Sessa (Emanuele) [Palermo: 12.12.1847J [84.1888], senatore del 
Regno ; ^à sindaco di Palermo ; uno dd XL della Sodetà Italiana delle Sdenze (Ro- 
ma); soao nazionale della R. Accademia dd Lined (Roma); sodo attivo della R. Ac- 
cademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; corrispondente delle Reali Acca- 
demie di Napoli, di l'orino, del R. Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere, dd R. Istituto 
Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, della R. Accademia Gioenia di Catania, dell'Acca- 
demia Peloritana di Messina, della Società Sdenrifica Argentina ; membro onorario ddla 
Sodetà di Sdenze fisiche di Bukharest; membro della Sodetà Chimica di Berlino e 
xddla Sodetà di Sdenze Naturali ed Economidie di Palermo; dottore onorano della 
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R. Unìversita di Erlangen; prof, onorario della R. Università di Palermo; direttore 
della Galletta Chimica Italiana; prof. ord. di Applicazioni delia Chimica ed ine. di 
Chimica analitìca nella R. Università di Roma. [Via Naiionale, z^ — Roma (Italia)]. 

* Paterno (Francesco Paolo) [Novi Ligure (Prov. d'Alessandria): 1 1.5. 185 2] 
[2.^I884], ingegnere-architetto; prof, straord. di Geometria descrittiva con disegno 
nella R. Università di Palermo; prof, di Matematica nel R. Istimto Tecnico di Palermo. 
[Via Alessandro Folta, 28 — Palermo (Italia)], 

Peano (Giuseppe) [Cuneo: 27.8.1858] [4.12.1887], dottore in Matematica ; socio 
residente della R. Accademia delie Scienze di Torino ; membro della Sodedad Qentifica 
« Antonio Alzate » (Messico) ; direttore della Rivista di Matematica; membro del Con- 
siglio direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; prof. ord. di Calcolo infinitesimale 
nella R. Università di Torino. [R, Università — Torino (Italia)], 

Pennacchietti (Giovanni) [Arcevia (Prov. di Ancona): 25.7.1854] [14.12.1890], 
dottore in Scienze Fisico-Matematiche; membro effettivo dell'Accademia Gioenia di 
Catania ; prof. ord. di Meccanica razionale ed ine. di Meccanica superiore nella R. U- 
niversità di Catania. [R, università — Catania (Italia)], 

•Pepoli (Alessandro) [Palermo: 17.3. 1852] [2.3.1884], ingegnere; prof, nella 
R. Scuola Tecnica Gagini. [ Via Isidoro La Lumia, 66 — Palermo (Italia)], 

Perazzo (Umberto) [Nizza Monferrato (Prov. di Alessandria): 25.10.1878] 
[34.1901], dottore in Matematica; assistente alla cattedra di Geometria proiettiva e 
descrittiva nella R. Università di Torino. [Corso Oporto, 13 — Torino (Italia)], 

Pema (Alfredo) [Napoli: 21.9.1873] [12.6.1898], dottore in Matematica; prof, 
nella R. Scuola Normale di Lecce. [Discesa Sanità, 12 — Napoli (Italia)], 

Petrovitch (Nfichel) [Belgrade (Serbie): 6.5.1868] [10.1.1897], ancien élève de 
l*École Normale supérieure de Paris ; licendé ès Sdences physiques ; docteur es Sden- 
ces mathématiques ; membre de l'Académie Royale des Sdences de Belgrade ; membre 
de l'Académie des Sdences de Agram; membre de la Sodété Royale des Sdences 
de Prague ; membre de la Sodété Mathématique de France ; professeur à la Faculté 
des Sdences de Belgrade. [Kossantch-Venac, 26 — Belgrade (Serbie)], 

Picard (Emile) [Paris: 24.7.1856] [i 3.4.1890], docteur ès Sdences mathémati- 
ques; membre de l'Institut de France (Académie des Sdences, section de Géométrie); 
docteur (honoris causa) en Mathématique de l'Université de Christiania ; membre et 
anden Président de la Sodété Mathématique de France ; assodé étranger, membre 
honoraire, membre ou correspondant des Académies et Sodétés suivantes : Sodété des 
Sdences d'Athènes, Kônigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, R. Accademia delle 
Sdenze dell'Istituto di Bologna, Sodété Royale Danoise des Sdences (Copenhague), 
Kônigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, R. Istituto Lombardo di Sdenze 
e Lettere (Milanoì, Académie Impériale des Sdences de St.-Pétersbourg, R. Accademia 
dd Lined (Roma), R. Accademia delle Sdenze di Torino, Kongl. Vetenskaps-Sodeteten 
(Sodetas Regia Sdentiarum Upsaliensis) ; membre honoraire de la London Mathematical 
Sodety; professeur d'Analyse supérieure à la Faculté des Sdences de Paris; profes- 
seur de Mécanique à l'École Centrale des Arts et Manufactures de Paris. [Rue Bara, 4 
^ Paris, VI* (France)], 

Pieri (Mario) [Lucca: 22.6.1860] [10.3. 1889], dottore in Matematica; sodo ef- 
fettivo dell'Accademia Gioenia di Catania; sodo corrispondente della R. Accademia 
Lucchese di Sdenze, Lettere ed Arti; prof. ord. di Geometria proiettiva e descrittiva, 
ed ine di Geometria superiore, nella R. Università di Catania. [R, Università — Ca- 
tania (Italia)], 

Pincherle (Salvatore) [Trieste: 11. 3. 1853] [11. 3. 1888], dottore in Matematica; 
accademico benedettino della R. Accademia delle Sdenze dell'Istimto di Bologna ; so- 
do nazionale ddla R. Accademia dei Lined (Roma) ; sodo corrispondente del R. Istituto 
Lombardo di Sdenze e Lettere (Milano); membro della Deutsche Mathematiker- Verei- 
nigung; membro dd Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo; prof. ord. 
di Algebra e Geometria analitica, ed me. di Matematiche superiori, nella R. Univdrsità 
di Bologna. [R. università — Bologna (Italia)], 

^Piniaouda (Cario) [Palermo: 8.12.1837] [2.3.1884], ingegnere; ria prof, di 
Meccanica applicata alle Macchine, e di Costruzioni stradali e ferroviarie, ndla R. Scuola 

Mmi. Circ, MtUtm. Pt^Urmo, t. XVII (1903). — Stampato U 17 aprile 190). e 
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d* Applicazione per gl'Ingegneri di Palermo ; sodo corrisnondente della Società di Sdenxe 
Naturali ed Economiche di Palermo. [Via Ingham, i8 — Palermo (Italia)], 

Pittarelli (Giulio) fCampochiaro (Prov di Campobasso): 2.2.1852] [24.2.1889], 
ingegnere; dottore in Matematica; socio corrispondente dell'Accademia Pontaniana di 
Napoli; prof. ord. di Geometria descrittiva con disegno nella R. Università di Roma 
e di Applicazioni di Geometria descrittiva nella R. Scuola d'Applicazione per gringe- 

faerì in Roma; ine. delle conferenze alia Scuola di Magistero per la Matematica. 
Piana 5. Pietro in Vincoli, j — Roma (Italia)]. 

Piiuna (Carlo Maria) [Genova: 26.9.18J7] [4.12.1887], architetto4ng^nere; 
membro della Società Ligure di Storia Patria ; prof. ord. di Calcolo infinitesimaie nella 
R. Università di Genova. [Via S. Sebastiano, 6 — Genova (Italia)], 

Poincaré (Henri) [Nancy (Meurthe-et-Moselle, France): [294.1854] [2^.3.1890], 
ancien élève de 1 École Polytechnique de Paris ; docteur ès Sciences mathématiques ; 
ingénieur des Mines ; membre de 1 Institut de France (Académie des Sciences, section 
de Géométrie); membre et ancien président de la Société Mathématique de France 
et de la Société Astronomique de France ; président de la Société Française de Phy- 
sique; membre de l'Association Française pour l'Avancement des Sciences; associé 
étranger, membre honoraire, membre ou correspondant des Académies et Sociétés 
suivantes : Koninklijke Akademie van Wetenschappen (Amsterdam), Königl. Preussische 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, R. Accademia delle Scienze dell'Istituto di 
Bologna, Académie Royale des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de Bdgique 
^Bruxelles), Cambridge Philosophical Society, Société Royale Danoise des Sciences 
(Copenhague), Royal Society of Edinburgh, Königl. Gesdlschaft der Wissenschaften 
zu Göttingen, Hollandsche Maatschappy der Wetenschappen (Haarlem), Royal Sodety 
of London, London Mathematical Society, Royal Astronomical Society of London, Man- 
chester Literary and Philosophical Society, Königl. Bayerische Akademie der Wissen- 
schaften zu München, Sodeta Reale (R. Accademia delle Sdenze Fisiche e Matema- 
tiche) di Napoli, American Philosophical Sodety of Philaddphia, Sodetà Italiana delle 
Sdenze (detta dd XL) (Rome), R. Accademia dei Lined (Rome), Académie Impériale 
des Sdences de St.-Pétersbourg, Kongl. Svenska Vetenskaps-Akademien (StocknolmX 
R. Accademia delle Sdenze di Torino, Kongl. Vetenskaps-Sodeteten (Sodetas Regia 
Sdentianmi Upsaliensis), R. Istituto Veneto di Sdenze, Lettere ed Arti (Venise), 
National Academy of Sdence of Washington ; docteur (honoris causa) en Mathé- 
matique de l'Université de Christiania ; président de la Commission permanente inter- 
nationale du Répertoire Bibliographique des Sdences Mathématiques ; membre du Con- 
siglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; membre du Bureau des Longi- 
tudes ; professeur de Mécaniaue celeste à la Faculté des Sdences de Paris. [Rue Clau" 
de^Btrnardy 65 — Paris, V* (France)], 

•Politi (Giuseppe) [Palermo : 4.8.1852] [2.3.1884], ingegnere presso la Sodetà lu- 
Uana per le Strade Ferrate della Sidlia. [Via Pergole^ 14 — Palermo (Italia)]. 

Porcelli (Onofrio) [] [i 3.5.1894], preside dd R. Istituto Tecnico di Bari, 
[R. Istituto Tecnico -- Bari (Italia)]. 

•Porcelli (Salvatore) [Palermo: 16. 11. 184 3] [2.3.1884], ingegnere; tesoriere dd 
Circolo Matematico di Palermo. [Via Filippo Parlatore^ 22 — Palermo (Italia)]. 

Reina (Vincenzo) [Como: 22.11.1862] [12.1. 1890], dottore in Matematica; prof, 
ord. di Geodesia e Geometria pratica nella R. Scuola d'Applicazione per gl'Ingegneri 
in Roma. [Pia^a S. Pietro in Vincoli, j — Roma (Italia)]. 

Retali (Virginio) [Mardana Marina (Prov. di Livorno): 24.1 1.1853] [27.2.1887}, 
dottore in Matematica; prof, nel R. Liceo C. Beccaria di Milano. [R. Liceo C. Bec- 
caria — Milano (Italia)]. 

Ricci (Gregorio) [Lugo (Prov. di Ravenna): 12.1.1853] [23.12.1894], dottore in 
Sdenze Fisico-Matematiche; membro effettivo del R. Istituto Veneto di Sdenze, Let- 
tere ed Arti (Venezia); sodo corrispondente della R. Accademia dd Lined (Roma); 
membro della Deutsche Mathematiker-Verdnigung ; prof. ord. di Algebra complemen- 
tare ed ine di Fisica Matematica nella R. Università di Padova. [Piana Vittorio Emor 
nuéle IP, 2^ — Padova (Italia)]. 

Bindi (Sdpione) [Lucca: 29.10.1859] [13.2.1887], dottore in Matematica; prof, 
nel R. Liceo Machiavelli in Lucca. [Via Elisa, 14 — Lucca (Italia)]. 
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Ronco (l^io Emilio) [Genova: 27.11. 1865] [i 3.2.1898], ingemere; dottore in 
Matetnatica ; assistente alla cattedra di Geometria projettiva nella R. Università di Ge- 
nova ; prof, di Idraulica e Macchine idrauliche neUa Scuola Superiore Navale di Ge- 
nova. [Via Roma, io — Genova (Italia)]. 

Rudio (Ferdinand) [Wiesbaden fPreussen, Deutschland): 2.8.1856] [24.4.1898], 
Dr. phil. ; Mitglied der Deutschen Mathematiker- Vereinigung ; Professor am Polytech- 
nikum zu Zürich. [Ftldeggstrasstj 64 — Zürich (Schwab)]. 

Rufiftni (Ferdinando Paolo) [Reggio Emilia: 1.4.1823] [11.3.1888], ingegnere; 
dottore in Scienze ; sodo benedettino della R. Accademia delle Scienze dell'Istituto di 
Bologna; sodo permanente della R Accademia di Sdenze, Lettere ed Arti di Mo- 
dena ; sodo cornspondente della R. Accademia di Sdenze, Lettere ed Arti di Padova 
e del R. Isdtuto Veneto di Sdenze, Lettere ed Arti (Venezia); prof, emerito della 
R. Uoiversitâ di Modena ; prof. ord. di Meccanica razionale nella R. Università di Bo- 
bgna. [Via Castiglione^ 41 — Bologna (Italia)], 

Russo ^Giovanni) [Catanzaro: 1.9.1851] [26.8.1888], prof, di Matematica nel- 
ristituto Tecmco pareggiato e nella Scuola Tecnica pareggiata di Catanzaro. [Via Scah 
faro, 5 — Catanzaro (Italia)], 

Sadun (Elda) [Pitidiano (Prov. di Grosseto): 29.1. 1858] [28.4.1889], dottore 
in Matematica; prof, nel R. Istituto Tecnico di Roma. [R, Istituto Tecnico — Roma 

(Italia)]. 

Salvatore-Dino (Nicola) [Torre Annunziata (Prov. di Napoli): 12.11.1843] 
[4.1 2.1887 J, sodo residente dell'Accademia Pontaniana di Napoli; corrispondente della 
R. Accademia delle Sdenze Fisiche e Matematiche di NapoK ; prof. ord. di Geometria 
analitica nella R. Università di Napoli. [ Via Duomo, y y — Napoli (Italia)], 

Saiisone(Giuseppe)[Termini-Imerese(Prov. di Palermo): 18. io. 1877] [26.1.1902]. 
[Via Cintorinai, 16 — Palermo (Italia)] 

Scheffers (Georg Wilhelm) [Altendorf (Brauiischwdg, Deutschland): 21.11.1866J 
[9.2. 1002 J, Dr. phil.; Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ; Professor an 
der Technischen Hochschule zu Darmstadt. [Saalbaustrasse 8$ — Darmstadt (Deutsch-- 
land)]. 

Schlegel (Victor) [Frankfurt «/o. (Preussen, Deutschland): 4.3.1843] [13. 5.1888], 
Dr. phiL ; Mitglied der Leopoldinisch-Carolinischen Akademie in Halle ; Mitglied der 
Sodëté Mathématique de France ; Mitglied der American Mathematical Sodety ; Mit- 
gfied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ; Professor an der KönigL höheren Ma- 
schinenbauschule zu Hagen »/w. [Volmestrassc 62 — Hagen '/fr. (Deutschland)]. 

Scott (Charlotte Angas) [Lincoln (Lincolnshire, England): 8.6.1858] [9.1. 1898], 
D. Sc (London) ; Member of the London Mathematical Sodeiy ; Member of the Edin- 
burgh Matiiematical Sodety ; Member of the American Mathematical Sodety ; Member 
of the Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; Honorary Member of the Wiskundig Ge- 
nootschap te Amsterdam ; Co-Editor of the American Journal of Mathematics ; Pro- 
fessor ot Mathematics at Bryn Mawr College. [Bryn Mawr College — Bryn Mawr 
(Pa.) (U.S.A)]. 

Segre (Corrado) [Saluzzo (Prov. di Cuneo): 20.8.1863] [27.7.1887], dottore in 
Matematica ; uno dei XL della Sodetà Italiana delle Sdenze (Roma) ; sodo residente 
della R. Accademia delle Sdenze di Torino; sodo nazionale della R. Accademia dd 
Lined (Roma); membro onorario della Cambridge Philosophical Sodety ; corrispondente 
deOa Physikalisch-medicinische Societàt in Erlangen e del R. Istituto Lombardo di 
Scienze e Lettere (Milano); membro della Deutsche Mathematiker-Verdnigung; prof. 
ord. di Geometria superiore nella R. Università di Torino. [Corso Vittorio Etnanui" 
U, 8$ — Torino (Italia)], 

Severi (Francesco) [Arezzo: 1 3.4.1879] [24.2.1901], dottore in Matematica; lì- 
bero docente in Geometria projetdva e descrittiva nella R. Università di Torino ; assi- 
stente di Geometria projettiva e descrittiva nella R. Università di Bologna. / Via Ca-- 
stigUone, 42 — Bologna (Italia)]. 

Sinigallia (Luigi) [Ferrara: 18.9.1864] [26.1. 1902], dottore in Matematica. [Via 
Bettino Ricasoli, 2 — Milano (Italia)], 
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Soler BaJsano (Emanuele) [Palermo: 29.8.1867] [5.1. 1892], ingegnere; dottore 
in Matematica ; sodo corrispondente della R. Accademia di Scienze, Lettere e Belle 
Arti di Palermo e ddla Società di Scienze Naturali ed Economiche di Palermo ; sodo 
ordinario della R. Accademia Pelorìtana di Messina ; prof, straord. di Geodesia teo- 
retica nella R. Università di Messina. [R. Università — Messina (Italia)], 

Somigliana (Cario) [Como: 20.9.1860] [28.1. 1894], dottore in Matematica ; so- 
do corrispondente della R. Accademia dd Lincei (Roma); sodo conispondeote del 
R. Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere (Milano); proL ord. di Fisica Matematica 
nella R. Università di Pavia. [R, Umversità — Pavia (Italia)]. 

Strazzeri (Vittorio) [Terranova di Sicilia (Prov. di Caltanissetta) : 2.7.1874] 
[0.6.IQO1], dottore in Matematica ; prof, nella R. Scuola Tecnica di San Sepolcro. 
[R. Scuola Tecnica — San Sepolcro (Prov, di Are^T^o) (Italia)], 

Tagliarini (Rodolfo) [Palermo: 17.3.1871] [26.5.1899], dottore in Matematica. 
[Via 5. Basilio, 42 — Palermo (Italia)], 

Taschetti (Giuseppe) [Licau (Prov. di Girgenti): 9.1. 1852] [4.4.1886], prof, 
nel R. Ginnasio G. B. Vico di Napoli. [S, Mandato, $0 — Napoli (Italia)], 

Tedone (Orazio) [Ruvo di Puglia (Prov. di Bari): 10.5.1870J [8.12.1^1], dot- 
tore in Matematica ; prof, straord. di Meccanica razionale nella R. Università di Ge- 
nova. [R. Università — Genova (Italia)], 

Terzi (Marchese Gabride) [Bergamo: 17.2. 185 7] [i 3.1. 1895], Colonnello. [Po- 
laiio Terii — Bergamo (Italia)], 

Tofifoletti rCarlo) [Mestre (Prov. di Venezia): 12.2.187Q] [22.3.1903], dottore 
in Matematica, [ò, Maurilio, Calle del Dose, 26^1 — Venezia (Italia)]. 

Tcya (Guido) [ ] [10.6.1900], ingegnere; attuario della « Fondiaria-Vita ». [Foi^ 
diaria- Vita, pia^a Vittorio Emanuele — Firenze (Italia)]. 

Tonelli (Alberto) [Lucca: 25.12.1849] [4. 12. 1887], dottore in Matematica; cor- 
rispondente delia Sodetà di Sdenze Naturali ed Economiche di Palermo ; membro dd 
Consiglio Direttivo dd Circolo Matematico di Palermo ; preside della Facoltà di Sdenze 
Fisiche, Matematiche e Naturali, prof. ord. di Calcolo infìnitesimale, ed ine di Algebra 
complementare, nella R. Università di Roma. [Piana S. Pietro in Vincoli, $ — Roma 
(Italia)]. 

Torelli (Gabride) [Napoli: 26.3.1849] [24.6.1888J, dottore in Matematica; so- 
do residente dell'Accademia Pontaniana di Napoli; sodo corrispondente della R. Ac- 
cademia di Sdenze Fisiche e Matematiche di Napoli, ddla R. Accademia di Sdenze, 
Lettere e Beile Arti di Palermo e ddla Sodetà di Sdenze Naturali ed Economiche 
di Palermo ; membro del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; prof, 
ord. di Calcolo infinitesimale ed ine. di Fisica matematica nella R. Università di Pa- 
lermo. [Via Malaspina, 6S — Palermo (Italia)]. 

Traverso (Nicolò) [Savona (Provinda di Genova) : 5.7.1872] [14.2.1897J, dot- 
tore in Matematica; prof, nd R. Liceo di Alba. [R, Liceo — Alba (Prov, di Cuneo) 
(Italia)]. 

Vacca (Giovanni) [Genova: 18.11. 1872] [15. 1. 1899], dottore in Matenutica« 
[Via Palestro, 11 — Genova (Italia)]. 

Valeri (Demetrio) [Codogno (Prov. di Milano): 22.12.1848] [9.7.1893], inge- 
gnere ; libero docente di Geometria projettiva nel R. Istituto Tecnico Superiore di Mi- 
lano; R. Provveditore agli studi in Chicti. [Chieli (Italia)], 

Vassilief (Alexandre) [Kasan (Russie) : 5.7.1853] [22.1. 1899], docteur ès Sden- 
ces mathématiques ; membre des Sodétés Mathématiques de Kharkow, Kiew et Mo- 
scou; membre perpétud de la Sodété des Amis des Sdences naturelles, d'Anthropo- 
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SOPRA UNA NUOVA ESTENSIONE 
DELLE FUNZIONI SFERICHE DI LEGENDRE. 

Memoria di Virgilio Giulotto, in Mantova. 



Aduiuniâ d«l 9 noy cabre 1901. 



La teoria delle funrionl sferiche, la cui prima origine, com'è noto, 
si deve ricercare nella classica Memoria di Legendre « Sur Vattraction 
des sphéroïdes » avendo acquistato un rapido e notevole sviluppo special- 
mente in seguito ai classici lavori di Gauss, Dirichlet, Jacobi ed a 
quelli più recenti di Heine, Dmi, F. Neumann ed altri, sorse presto Tidea 
di studiare delle funzioni più generali di queste. E cosi THeine, il To- 
XELU, il Mehler, il Clebsch *) prendono a considerare le funzioni sfe- 
riche del campo ad N dimensioni che provengono dallo sviluppo in se- 

N—2 

rie, secondo le potenze di a, dell^espressione (i — 2 a x — a*) ' , fun- 



•) Heine, Ueher einige bestimmte Integrale (Journal für die reine und angewandte 
Mathematik, LXl), e Die speciellen L\ut'schen Functionen erster Art von beliebiger Ord- 
nung (Ibid, LXII). 

ToNELLi, Üeber die Potentialfunction in rinem mehrfach ausgedenhuten Räume 
(Nach, von Gesellschaft zu Göttingen). 

Mehler, Ueber die Entwicklung einer Function von beliebig vielen Variabein nach 
La?lkce' sehen Functionen höherer Ordnung (Jour, für die reine und ang. Math., LXVI). 

Clebsch, Ueber eitie Eigenschaft der Kugelfunctionen (Ibid, LX). 

GiüLOTTO, Sulle funzioni sferiche simmetriche del campo ad N dimensioni (Gior- 
nale di Batuglini, voL 39). 

Remi. Ore. Maitm. PaUrmo, t. XVII (1903). — Stampato il 38 gennajo 1903. i 
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zioni che formano anche Targomento di una mia Memoria. L'Escary *) 

studia le funzioni sferiche che nascono dallo sviluppo di (i — 2ax-{-a') * j 
THandsted **) ricerca le P^ e Q^ integrali particolari dell'equazione: 

(x _ a)ix - b)y" + [2^ + (a - b)\y' _ „(„ + i)^ = o, 

che per a = i = I si riduce alla nota equazione differenziale delle fun- 
zioni sferiche ordinarie. Deruyts ***) esamina i polinomi P^ definiti dal- 
l'equazione : 

dove a t h sono reali e non nulli, e p e q positivi. Il Pincherle f) si 
occupa dello studio delle funzioni che nascono dallo sviluppo in serie 

secondo le potenze di t di -======= ed il Gegenbauer +f ), in 

alcune pregevolissime Memorie, tratta delle funzioni che provengono 
dallo sviluppare in serie di a l'espressione (i — 2ax -j- a')~*- 

Nel presente lavoro, ci proponiamo di fare nuovi studi su queste 
funzioni con ulteriori generalizzazioni. 

Definite come funzioni sferiche d'indice q e d'ordine n le funzioni 
razionali intere omogenee di grado n ç^-armoniche variabili sulla sfera 
di raggio uno col centro nell'origine, dimostriamo che fra esse ne esiste 
una, ed una sola, dipendente da un'unica variabile. Questa funzione, che 
chiamiamo perciò funiione di Legendre d'indice q t d* or dint w, e che 
rappresentiamo col simbolo XJ o X„, forma l'oggetto dei nostri studi. 



*) EscARY, Généralisation des fonctions X^ de Legendre au cas de deux entiers 

ou des fonctions qui naissent du développement de (i — 2ax -j- a*) * (Journal de 
Liouville, 3* série, t. V) 

*•) Handsted, Généralisation de la fonction X^ de Legendre (Journal de Sdendas 
Mathematicas e Astronomicas, t. IV, pp. 53-61). 

***) Deruyts, Sur une classe de polynômes analogues aux fonctions de Legendre. 
(Mémoires de la Société Royale des Sciences de Liege, XIV). 

f ) Pincherle, Una nuova estensione delle funzioni sferiche. (Mem. della R. Acc 
dell'Istituto di Bologna, V). 

ff) Gegenbauer, Ueher die Ringfunctionen (Sitzungberichte der Kaiserlichen 
Akademie der Wissenschaften, Band VI und VII, 1891). 

Gegenbauer, Additionstheorem der Functionen Q (jc) (Ibid., CII, Band VIII, 1893). 
Zur Theorie der Functionen CJJ (x) [Dankschriften der Kaiseri. Akademie der Wissen- 
schaften in Wien (Math. Naturwissenschaften Classe), XLVUI, pp. 293-316]. 
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Nel primo capitolo estendiamo ad essa [qualche volta ponendo la 
Umitazione « ^ 2(y — i)] le principali espressioni analitiche date da Ja- 
cob!, DiRiCHLET, Mehler, LAPLACE, alle ordinarie X^ ; nel secondo, dopo 
aver stabilite due equazioni differenziali Tuna d'ordine 2 q, Taltra del se- 
condo ordine, cui soddisfa insieme alla XJ una funzione trascendente che 
per analogia con la teorica delle funzioni sferiche ordinarie chiamiamo 
funzione sferica di seconda specie d'indice q e d'ordine n e che rappre- 
sentiamo col simbolo Ql o Q^ (g di cui diamo in seguito due espres- 
sioni analitiche), posto R^ = AXl -{- B Ql con A e B costanti qualunque, 
stabiliamo per le Rn [con «^2(j — i) e formate colle stesse costanti 
A e B] delle relazioni ricorrenti che, valide m particolare per le XJ e 
01 , per y = I si riducono a quelle date dal Beltrami per le fun- 
zioni sferiche ordinarie; poi, ritornando alle X, stabiliamo delle relazioni 
(valide per qualunque valore di w e di q) fra X d'ordine diverso ed altre 
fra X di diversi indici e, ricercato il limite cui tende la X^ per n 
uguale ad infinito, esaminati i valori che la X^ assume nei poli della 
sfera e lungo l'equatore, visto come sono distribuite le radici dell'equa- 
zione XJ(x) = [« ^ 2(y — i)] passiamo mfine alla ricerca di alcune 
proprietà integrali. 

Dalle considerazioni del n** 4, Cap. I, emerge che le nostre funzioni 
(come del resto la maggior parte delle altre cui abbiamo precedentemente 
accennato) rientrano in quelle più generali studiate dal Gegenbauer : esse 
godono quindi non solo delle proprietà da noi stabilite, ma di altre no- 
tevoli facilmente deducibili dalle proprietà note per le funzioni di Ge- 
genbauer. 

E qui ci sentiamo in obbligo di porgere i nostri più vivi ringra- 
ziamenti al chiarissimo sig. Prof. Dini che ci ha gentilmente offerte le 
sue pregevolissime Lezioni sulle funzioni sferiche, delle quali in particolar 
modo ci siamo giovati nella trattazione di questo soggetto. 

Capitolo L 

I. Sia f^(xy7i) una funzione razionale intera omogenea di grado 
n j-armonica, cioè soddisfacente all'equazione A*/, = o. 

Se in essa interpretiamo le xy:^ come coordinate di un punto va- 
riabile sulla sfera col centro nell'origine e raggio uno, e quindi le pen- 
siamo legate dalla relazione: 
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la funzione stessa, che verrà essenzialmente a dipendere da due sole va- 
riabili, si dirà fun'{ionc sferica (Torditie n e d'indice q. 

La ricerca di queste funzioni, si riduce quindi in sostanza alla ri- 
cerca dei polinomi ^-armonici. 

Salvo a dimostrare in seguito l'esistenza di tali polinomi per ogni 
valore di «, osserviamo che, come risulta dalla linearità dell'equazione 
^\fn = o, insieme a /„(xy^), 9n(.xyi) anche V«(^3'0 + (^?«(^>0 
è un polinomio j'-armonico, qualunque sieno i valori costanti attribuiti 
ai parametri X e p.. Perciò, scopo primo delle nostre ricerche, sarà quello 
di determinare, per ogni valore di w, il massimo numero di polinomi 
^-armonici linearmente indipendenti che ad esso corrispondono. 

Indicheremo per brevità questo numero con N(w). — Per determi- 
narlo, osserveremo che, affinchè un polinomio f^{xyi) omogeneo di 

grado n^iq sia j'-armomco, bisogna e basta che i suoi ^'^ — ' — ^-^ — ' — ^ 
coefficienti soddisfino alle ^^ H 'T )\ HT ) relazioni che si 

2 

ottengono uguagliando identicamente a zero il polinomio AJ/^ eviden- 
temente di grado n — 2q\ ed allora, poiché non è provata l'indipen- 
denza di dette relazioni, si concluderà che, se ^sst sono compatibili, sarà 
per n ^ 2 j : 

D'altra parte osserviamo che, se una funzione ç è j-armonica, 

, («4-i)(n+2) , . , me I j 11 (n—2q-{'i)(n—2q-\'2) 

le sue -^^ — ' — ^-^ — ' — - derivate n sono legate dalle ^^ ^-^ — ^ ^ — ^ 

2 ^ 2 

relazioni che si hanno derivando la AJ = o a volte rispetto ad x, ß volte 
rispetto ad y y y volte rispetto a :(, essendo a, ß, y, una qualunque terna 
di numeri interi la cui somma è n — 2q, Queste relazioni sono certa- 
mente indipendenti perchè in ognuna di esse comparisce almeno una 
derivata non contenuta nelle rimanenti e, poiché non è provato ch'esse 
sieno tutte le relazioni esistenti fra le derivate n"® di una funzione 
j^-armonica, concluderemo che, se sono compatibili, è: 

sempre per n^2q. Da questa relazione e dalla precedente segue : 
(i) ^{n) = {2n+i-2q)q 
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per n^2q; mentre per n <CÌ2q è senz'altro : 
(2) A(n) = ^ 2 > 

essendo q - armonico ogni polinomio di grado n <^2q. 

E poiché per n '=^ iq — i e n = 2y — 2 i secondi membri delle 
(i) e (2) coincidono, potremo ritenere la (i) stessa valida per ogni 
n ^ 2(y — i) e, tenendo presente che da ogni polinomio j'-armonico 
nasce una ed una sola funzione sferica d'indice y, concluderemo *) che il 
numero delle fun^^ioni sferiche di ordine n e linearmente indipendenti è 

(n 4- i)(n A- 2) ^ . N^, N v^ N 

l ^ pern<^2(^q — i)e(^2n+)--2q)qpe n^2(q—i). 

Se ne deduce che fra le derivate «*" di una fun^^ione q^^irmonica 

. (n — 2j + i)(« — 2^+ 2) , . . 
esistono precisamente — ^— * — ^-^ 2— ^ — ^ rela:^oniy nessuna^ 

a seconda che è n'^2(^q — i) oppure n <^2(jj — i). 

2. Premesse queste considerazioni, dimostriamo il seguente 
Teorema. — Se due funzioni f^{xyz^ ed FÇxyi) sono legate dalla 
relazione : 

F = r-<"*5-^«y. (r = yx' + y'-^- i') 

ed una di esse è q-armonica ed omogenea, è q-armonica ed omogenea anr 

che l'altra. 

Poniamo in generale: 

F = rtf, 
e calcoliamoci AJf. 

Si ricava dalla precedente relazione: 

lì? = '''^+ ^*^^'''"' +^^-'''"' +^^ - '>''"*'-^- 

, , . . . .. d'F d'F . . ^ 

e questa, sommata con le analoghe espressiom di -3— j e -^— j- , in virtù 

della relazione r* = x* -|- ^' -}- ;^' ci conduce a: 



*) Questa conclusione è lecita perchè in seguito (J 3) troveremo reflfettiva e- 
spressione delle funzioni sferiche, con che risulterà implicitamente verificata la compa- 
tibilità delle relazioni invocate. 
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che, in seguito al noto teorema di Eulero per le funzioni omogenee, 
diventa: 

KP = r'Kf, +i>G' + 2» + OLr"-'- 
Col medesimo procedimento da A^ F si deduce: 

+ /'C/' - 2)0»+ 2« - !)(/>+ 2«+ l)/.r^«. 

Dico essere in generale: 

(i) AjF = J^4"Ar/.r'-", 

avendo posto: 

A,= i, 4- = (?J/>0>-2)G.-4)... 

. . . — aO — l)] . [/) + 2«+ 3 — 2jJ[> + 2n + 3 — 2(ì — l)] . . . 
... [/) + 2n+3 — 2(ì+i -i)] (* = i, 2, j,...). 

Siccome la (i) è verificata per ^ ^ i, 2, sarà dimostrato il nostro 
asserto quando avremo provato che da essa scende l'analoga: 



con; 



A, = I, Ar' = (^ t 'V^ - 2)(p - 4) ... 

...[p-2(5-l)][/'+2n + 3-2(ì+l)]0> + 2n+3 — 2?)... 
. . . [/) + 2« + 3 - 2(ì + 2 — i)]' (^=1, 2, 3,...). 

A tale uopo applichiamo l'operazione A, ai due membri della (i). 
S« si tien conto del teorema di Eulero e dell'identità r^ =z x* -\- y* -\- x^, 
•i ottiene facilmente, cambiando anche in 5 — i l'indice s di somma- 

A**' F = *y 51«*" Aj-^'-'/.r'-" 
noendo le posiàoni 

•?"'*='. J»r" = ^/' + ^lì!.[/'-2(5-l)](2«+/»+2.-4?-l) 

(*=i, 2, 3,...). 

Kesta solo a verificare l'identità: 
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Perciò osserviamo che, essendo : 

^/) = ^;^,lZLÌ±l[p_2(,_i)][p + 2„ + 3 -2(^+1-0], 
l'espressone di jB^/"^'^ può scriversi anche cosi: 

r"=^.Ü.r/'-2(^-l)]j^=^[H-2«+3-2(?+I-0H-2«+i'+25-4y-lj 
_M [/> — 2(5 -!)](/) +2«+ I -2y)(y+l) 

D'altra parte, ricordando l'espressione di Ä^'^^'^ e l'ultima che ab- 
biamo trovato per -^['\ è facile vedere che è: 

... - 

E cod è verificata la (i). 

Facciamovi p =1 — (2 n -j- 3 — 2q). — Siccome in tale ipotesi si ha : 

4'* = o (,= i.a.j,...) 

ia formola stessa diviene: 

e questa relazione dimostra appunto che delle due equazioni A^/^ =: o 
e AJ F = o, una è conseguenza dell'altra. e. d. d. 

3. n teorema precedente ci conduce ad una formula notevolissima 
che permette di calcolare, con semplici derivazioni, tutte le funzioni sfe- 
riche indipendenti di ordine n. 

Se infatti /^ {xy:() è una funzione razionale intera omogenea ç'-ar- 
monica di grado w, per il teorema dimostrato è pure omogenea e ç'-ar- 
monica la funzione : 

BF 
e tale quindi anche qualunque sua derivata p. es. -3 — . — Ma è : 



dF 



^^^ ^ df 

'•'■57-(2'«+3-2?)x/„ f 

J m-t-i 
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dove /^^j Sta a rappresentare un polinomio omogeneo di grado m -|- i ; 
quindi, in ordine ai teorema dimostrato, si può concludere che /^^, è 
anche ^-armonico. 

Se ora si derivasse k (2) rispetto ad una qualunque variabile X'j :(, 
si giungerebbe ad un polinomio ^-armonico omogeneo di grado m + ^ 
e cosi via; dunque in generale le funzioni: 

sono polinomi ^-armonici di grado n -j- m. 

Se ora assumiamo m = o ed /^ = i, conformemente alla definizione 
data al primo paragrafo, ne deduciamo che le funzioni: 

quando vi s'intendano le variabili legate dalla relazione x* + )f* + ;^* = i, 
sono altrettante funzioni sferiche d'ordine n e d'indice q. 

Siccome poi, essendo ^-armonica la funzione r'*"^ tra le sue 

(fi + \)(n + 2) j . me • • / o \ 

^ — ' — -- — ' — - derivate « esistono preasamente (n i) 
2 

(^ — 2?+ 0(^—2? + 2) 

2 

relazioni, o nessuna, a seconda che n^2(^q — i) oppure ne è minore, ne 
deduciamo che fra le ^" '^ JV^i' ) funzioni sferiche definite dalla (3) 

ve ne sono K{ti) linearmente indipendenti, cioè tali che una loro com- 
binazione lineare rappresenta b più generale funzione sferica d'ordine n 
e d'indice q. 

In parricolarc, se si assume a = w, fi = o, y = o e si pone ^' -[" ^' = \ 
si ottiene una speciale funzione sferica che, moltiplicando com'è lecito per 
il fattore — y-^ , scriveremo cosi : 

Questa, in virtù della relazione .v' -j- X' = i, dipende dalla sola x ed 



è evidentemente l'unica funzione sferica di una sob variabile. Siccome 
poi, con-.e scaturirà dal paragrafo seguente, per f/ = i essa si riduce alb 
nou funzione di Legendre, la chiameremo futi:;jotu di Legendre d'in- 
dice q e la rappresenteremo col simbolo A'*(.v) od anche, quando non 
si db luogo ad equivoci, più semplicemente col simbolo X^{xy 
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Nel seguito ci occuperemo di estendere alla XJ, con q qualunque, 
le più importanti espressioni analitiche note per la X^ . 

4. In primo luogo notiamo che la formula di definizione di X\ 

(I) y._ I y(x' + v)^ 

in cui si deve intendere eliminato X mediante la relazione x* -j~ ^^ = ^> 
ci conduce subito ad una notevole generazione delle funzioni stesse me- 
diante le considerazioni seguenti : 

Mutiamo x in x — a nell'espressione (V + x') ' , otteniamo : 

(V + jc' — 2ax + a") ' =(i— 2ax + a^)^ • 

Se supponiamo a abbastanza piccolo, il secondo membro sarà svi- 
luppabile in serie di potenze di a, siccome questa serie è una serie di 
Taylor, il coefficiente di a* sarà, come subito risulta dalla (i), precisa- 
mente X\ e ciò comunque si ottenga lo sviluppo stesso. 

Potremo cosi dire più generalmente che le funx}oni di Legendre 
i'indiu q provengono dalla sviluppo in serie secondo le potente crescenti di 
« dell'espressione 

(x-aax + a^)"^, 

che, nel caso di x =: cos y ed a positivo, rappresenta la potenza di grado 
2q — 3 della distanza di due punti posti su due raggi che partono dall'ori- 
gine delle coordinate e fanno fra loro Tangolo y e situati alla distanza 
uno ed a dall'origine su questi raggi. 

Si trova facilmente uno sviluppo in serie di (i — 2ax -|- a*) ' 
se, come si fa per le ordinarie funzioni sferiche, si osserva che, posto 
X = cos y, si ha : 

»g-3 aj-j ag-? 

(i _ 20ix + a*) ' = (1 — a^*Tn^(i — «^""'0 * • 
Infatti, ove si supponga y reale e mod a <; i , le due serie : 



Rtmd. Cére, Metern, Palermo, tomo XVII (190)). — Sumpato il a8 gennajo 1903. 



tnx^n 
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sono assolutamente convergenti ed è lecito quindi moltiplicarle membro 
a membro, ordinando il prodotto secondo le potenze di a. Cosi facendo 

si ottiene, come coefficiente di a" dello sviluppo di (i — 2ax-{- «') * • 
X. (cos y) = (- 1)" [ a4(n) ^^''^''^ 

/\) I (2?— 3)(2?— 5)...(2J— 2W-}-l)2J— 3 . ^ 

(a)( 4-^^-^ n-i / — ^^-^ !— ^-2 ^2C0S(» — 2) Y 

^ ^ A ' 2" '7C(«— l) 2 V / J 

* 2" *7C(»— 2) 2*. 1.2 ^ tyi I j 

con Xq = I, avvertendo che, nel secondo membro bisogna arrestarsi al 
termine che contiene cos y, se n è dispari, od a quello indipendente da y 
se » è pari, nel qual caso Tultimo termine deve mancare del fattore due 
che accompagna gli altri termini. 

D'altra parte è noto che cos m y (w intero) può esprimersi in fun- 
zione lineare di cos* y > cos""* y j cos""'* y> • • • > onde segue che X^ ï fun- 
X}one rationale intera di grado n di cos y ossia di x. Questa nuova espres- 
sione analitica di X^ (x) si potrebbe quindi evidentemente dedurre dalla (a) 
ma si ricava assai più facilmente col seguente processo analogo a quello 
che si tiene per le ordinarie X^. 

5. Si osservi che per mod (2x — «) < i si ha : 

»?-3 »g-3 

(l_2ax + a^)' =[i _a(2x — a)] ' 

= y (_ir (2?-3)(2g-5)>--(2?-2m-i)^^ _^ 

fco 2.4... 2 (w — 1)2 m "^ ^ 

e se non altro quando x ed a sono positivi e 2x -}- a <; i, sviluppati 
colla formula del binomio i differenti termini di questa serie, è lecito poi, 
in ordine ad un noto teorema, aggrupparli in guisa da trasformare il 
secondo membro in una serie ordinata per le potenze di a. — Così facendo 
si trovano per X^(x) le espressioni: 

>f— lY^^ ^^^^ ^^ ^ ^ ^x per n pan 

és^ ^ 2.4...25 i.2.3...(n— 25) ^ ^ 

4-, v,(3 — 2JY5 — 2A..(2n — 25+1 — 20) _ -, 

y (— I y^ ^^^ r ^^ Ux""-^' per n impart, 

/ss 2,j^„»2)S l,2,^»;{jì — 2SJ 
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le quali per le identità : 

(3 — 2y)(5 — 2^)...(2« — 2 5— I —2^) (2;/ — 2 5+ I — 2q) 

^ (3 — ^y)(5 -2g) ... {2n—i — 2q){2n^i — 2q) 
(2 « + I — 2 9) (2 » — I — 2q) ... (2 « — 2 5 -}- 3 — 2q) 

, X 1.2.3 • •• (« — l)» 

1.2.3 • • • (^ 25) = —7 r f^ ^^— i ^. i c- 

^ ^ ^ «(« — l) ... (n — 25 + 2)(» — 25 -f- l) 

si riducono alla seguente : 

!Y /^N _ (3 — 2g)(5 — 2y) ... (2n+i — 2g) 
-^yr lY n(n-i)(n-2)...(n-25+2)(n— 25+0 ^^.^ 

^ ^ 2.4...25(2n+I— 2y)(2«— I — 2^)...(2«— 25+3— 29) 

che più distesamente può scriversi cosi : 

Y U\^ (3— ^g)(5— 2?)-'(2^+^— ^?) rn n{n—i) ^,„ 

"^ ^ 7f(n) L 2(2«+i— 25^) 



2.4(2« +1 — 2q){2n — I — 2y)' 
<^ - 0(^ - ^X^ - 3)(^ — 4)(^ - 5) ...-^ 



-X 



f.] 



2.4.6(2» +1 — 2ç)(2W — I — 2q)(2n — 3 — 2y) 

purché X ed a sieno positivi e 2 |x| + |a| <; i ossia (potendosi assu- 
mere a piccolo a piacere) purché sia I x | -< -^ • 

Ma noi già sappiamo che per tutti i valori di x compresi fra + i 
e — I la X^ é rappresentata da un polinomio intero della forma (b)^ quindi, 
avendosi questo sviluppo per tutti i valori di x compresi fra zero ed -f , 
ossia per più di n valori di x, si può concludere che esso vale per tutti 
i valori di X fra — i e + i cioè esso é appunto lo sviluppo cercato. 

6. Dalla (b^ ricaviamo un'altra espressione analitica di Xl(x). 
S^ntegn la (b) successivamente p volte nell'intervallo (ox); si ot- 
tiene: 

Tx r^^dx<^> - (3 — ^g) (5 — 2?) > " (^^ + I — 2q) 



X. (^+j>X^+/>-0-(^+p-^+^X^+j>-^^+0 



-x*"*"^*' 



^èz^ ^^ 2.4...25(2«+I— 2jX^'^"~^~^?)—(^'^~^^+3~^?)' 

E poiché, come é facile verificare, il termine generale della somma 
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che qui figura coincide con quello dello sviluppo : 

(I) (** - i)" = K- xy Hfe-O--(^-"^+0 ^>-" 

ìbso I «2 • • • 5 

quando si assunia p z= n "\- 2 — 2q ed h = n ^ i — q [e quindi si 
supponga « ^ 2(j — i)], essendo inoltre per questo valore di p : 
, . (^^-2qX5-2q)...(^2n—l—2qX2n+l-2q) _ (-iy-'<2y— a) 

^^ <w+/>) "2X^+1— ?M?—0 ' 

si avrà: 

\IM-I-f 



I 



e quindi sarà: 

CA y r,^ - (-ir'7r(2y-2) ^---'--Kx' - Q—t 

per « ^ 2(j — i), purché la derivata d'ordine zero stia a rappresentare 
la funzione (x* — i )''"'. 

La (e) manifestamente estende alle XI con ^ qualunque ed 
n^ 2(ç — i), la notissima espressione analitica delle ordinarie X^ co- 
munemente detta di Ivory e Jacobi. 

Dalla relazione (è) ricaviamo : 

d^K _ (3 — 2g)(5 - 2y) ... (2n + I — 2g) 



2.4...2m(2n4-i — 2^)(2« — I — 2^)...(2«4-3 — 2m — 2j) 

e siccome por p= 2q — n — 2 ed /; = n4-i — ?il termine generale di 
questa somma coincide con quello della (i), si ha per q — i^n<^2(^q — i): 

M-^— X, _ (3-2g)(5-29)...(2n+i-2g) 

) dx'ì— ' ~ 7r(2n — 2Ç + 2) ^"^ ^^ 

= (-ir'<2g-2) _ ^ , 

[ 2*'w(n + 1 — ì)'^(? — i) 

Per avere di qui la cercata espressione di XJ ci serviremo delle for- 
mule seguenti: 

(^) =.(-:)^^(3 - ^?X5 - f •;•("+(+ ^ - '9\n^p pari) 
che si deducono ^cilmente dalla (3). 
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Integrando ambo i membri della (4) si ottiene : 

^-'-'^. _ (-ir'^(M-2) f _ ,y..-,^, . e 

Jjc'»-^' - 2'^(tt + I - q)-KÌq - 1) j ^"^ ^^ '^*^ ^ 
e Hmitando l'integrale fra zero ed x essendo per la (4) : 

sari c = e qumdi : 

à^'^-'x. _ (-ir'^(2g-2) /•' _ , 

dx'^— 3 - 2«^(„ + X _ y)^(^ _ X) X ^"^ '^ '''' • 
Con processo analogo si trova Tespressione di , zq^^* e cosi via, 
e si ricava infine : 

4. f_ ^yf M ...(2? -3) ^"— ^ 

*^ ^ ^ L2.4 ... 2(» + 2 — ^r) 7C(2 y — n — 4) 



(0 



57 •♦•(M- 3) ^''-'-^ 

' 2.4 ... 2 lì + 3 — J ^^(2? — W — 



* 2.4...2(n + 4 — q)Tç(^2q — n — 8) ' J 
purché sia q — i ^^ <C2(q — i). Questa formula non è quindi va- 
lida per le ordinarie funzioni sferiche di Legendre. 

7. Diamo ora nuove importanti espressioni di X^(x) per mezzo di in- 
tegrali definiti e prima di tutto estendiamo alle nostre funzioni l'espressioni 
analitiche date da Dirichlet *) per le ordinarie funzioni di Legendre. 

Posto X = cos Y Dirichlet ha dimostrato che per y reale compreso 
fra zero e tc (zero e tc esclusi) ossia per x compreso fra — i e -f" i 
( — I e + I esclusi) si hanno le formule seguenti: 

sen -^ cos mdo 



/cos-2-cos«9^9 / 

V2(cos9— cosy) ■" •/y 



_ „ _ , l^aCcosY— cos(p) 

/sen — sen mdm / cos — sen md<f 

^ ^^ I ^ / ^ 

V'2(cos(p— cosy) "" e/f f^a(cosY— COS9) 



*) Dirichlet, 5»r I« ilrits dont le terme gitUmì dépend de deux angles, etc 
(Jourool für die rane und angewandte Mathematik, XVII). 
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ed 

/cos — tÌ9 / sen — ^9 

y 2 (cos 9 — cosy) '^ J^ 1^2 (cos y — cos 9) 

sicché noi ci limiteremo a trovare formule analoghe per le X\ con j > i. 

In causa di quest'ipotesi il procedimento di Dirichiet, che noi segui- 
remo, si semplifica notevolmente. 

Osserviamo che, per moda <^ i, è: 

(l-2«X + 0'^ = ^X,«' 

quindi facendo a = p ^'^ con p <[ i e 9 reale, si ha : 
(i — 2p^**cosY + p*^''^) ' = £x,p'cosr9 + ìTX,p''senr9 

00 w 

e le due serie ^X^p'^cosr9 e Y X^p'^senr9 per tutti i punti di coor- 

dinate polari p e 9 situati entro il cerchio p = i, sono convergenti in 
ugual grado e rappresentano rispettivamente la parte reale ed il coeffi- 
ciente dell'inmiaginario di (i — 2 p ^«^ cos y -j- p* «'•*) * ; sicché, indicando 
in generale con KA\z parte reale del numero complesso A si avrà: 

i?(i — 2p^**cosy + p*<5**>) ' = y X,p'cosf9, 

»g-3 

(i _2p^»>cosy + p^^''?) ' ^^ , 

K^ ^- : — l_j_j: 1 =yx^psenr9. 

Perciò, se moltiplichiamo le due relazioni precedenti rispettivamente 
per cos «9 e sen «9 ed integriamo, com'è lecito, fra zero e w, termine 
a termine le serie dei secondi membri, otteniamo : 

X. = 4^jJ^0 - 2pcosy.'> + p».->)~cosn9d9 

per « Ns. I 
Uni — 

Y 2 rp (i-2pcosyg*^ + p^g^'^) ' , 

A. = — ;r / -K^^ ^ --^ ' sen«9a9 

e per n = o : 

X^=i=-^ i?(i — 2p^*>cosy + p'«**>) ' ti9. 

Ê chiaro pertanto, poiché le X^ non dipendono da p, che nei se- 
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condì membri di queste formule, p (che per ipotesi è minore di uno) 
non entrerà che apparentemente e che di conseguenza le formule stesse 
sussisteranno passando al limite per p = i ; e poiché 

(l — 2p<5'*COSY+p'^''0 ' 

è fundone continua di p e supponiamo ^ > i, ciò che esclude che la 
funzione da integrarsi possa diventare infinita nel corso d'integrazione, 
si avrà senz'altro : 

ir • ^^ 

X\ = — / i?(i — 2 ^»"^ cos Y -f- ^'**'*) * cos «9 ti <p 

Y 2 /^ -, (l - 2^'^ COS Y + e''^)~^ , 

X^ = — / R^ -, — *— ^ ^ sennça? 

I r ^^^ 

X^=i = — i?(i _2^*>cosY + ^''^) " dff. 

'^ Jo 

Se osserviamo che quando è o ^ 9 ^ y ^^ ^^ • 

(l — 2^'^COSY + O ' =[^*^(^'^ + ^-*^ — 2C0SY)] ' 

»?~3 _ . ()--»?)9 

= [2(cos9 — cosy)] * e ' 
col primo fattore reale e quindi: 

/ ììzl 

l (i _2^'>C0SY + ^'*^) " 

(2) < !1^/ _2 -2 \ 
/= [2(cos9 — cosy)] ^ Icos^^ ?9 — xsen^^ ^<p|, 

dove il segno del primo membro, una volta fissato, coincide con quello 
dell'ultimo, poiché tale coincidenza ha luogo per <p = o e facendo va- 
rbre (p non si gira attorno ad alcun punto di diramazione della funzione 

^g-3 

(i — 2 e*^cos Y + e^''^) * , deduciamo che per 9 compreso fra zero e y é : 

»g--3 a?-3 

^(i — 2 e** cos Y + ^**0 * = [2(cos<p — cosy)] ^ cos^^ ^(p 

R (i-2^'>cosY + ^'^0 "^ , , .:-^ 3 - 2q 

^ r-*— ' ^ = — [2(cos9 — cosy)] sen ^ -^ 9. 

* 2 

Se invece é t <^<f ^'^y siccome 2q — 3 é un numero dispari ed 
è cos 9 <; COSY, la quantità sotto radicale del secondo membro della (2), 
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essendo in tal caso negativa, si avrà: 

Ul — 2^'^ COSY + ^'''^) ' = [2(cosY — COS(p)] * <5 * * 
(3) < ÜZI / _ 2 - 2 \ 

/ =[2(cosY — cos<p)] ' Isen^^ iff'\'icos- i<pj 

e per cons^uenza, nell'ipotesi di y compreso fra zero e w (o e w in- 
clusi) ossia per x compreso fra — i e + i (— i e -j- i inclusi) e per 
^ > I sarà : 

/ XI = / [2(cOS(p— cosy)] * COS^^ ^OSfVfdff 

-| / [2(cosY — COS9)] * sen-^ -^osnffdff 

Xl= / [2(cosç— cosy)] * sen^^^^^9senw(p4<p 

-j / [2(cosY— cos(p)] ' cos^ -<fsenn^d(f 



w 



per n > I 

^g-3 



e per w = o : 

^ ^ ^ rtn »?-3 



j /n lì—i 9 2g 

= — I [2(cos9 — cosy)] * cos^ -ffdff 

-j / [2 (cos Y — cos<p)] * sen^ -(fd(f 

e poiché per ^ = I le (d) e (d') si riducono rispettivamente alle (i) 
ed (i'), le quali sussistono colla limitazione di y r^le compreso fra zero 
e TT (i limiti esclusi), possiamo asserire che, avuto riguardo a queste re- 
strizioni, le (ti) e (ti') danno delle nuove espressioni analitiche delle XI 
valide per qualunque valore di q. 

8. Dalle formule di Dirichlet è facile dedurre due nuove espres- 
sioni per le X^, 

Sommando le (ti) fra loro si ottiene: 

(0 l 

-\ / [2 (cos Y — cosç)] ' sen— ^^ ^^ ~^ ' <fd<f 
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e sottraendole, dopo aver cambiato n inw+S — ^ìt ^ che richiede 
che sia « ^ 2 (j — i), si ha : 

l = — / [2(cos9 — cosy)] cos— ^^ ^^ ' ^ yd<p 

f / [2(cosY — COS©)] sen— ^ ^^ ' ^ ya<p 

e cosi dalle (i) e (2) si ricava sommandole e sottraendole: 

XJ = — / [2(cos<p — cosy)] * cos— ^^ ^ r 3 ^^^ 

^ «/o ^ 

2 /^- . .^^ 2n — 2J+3 , 

= — I [2 (cosy — cosç)] sen ^ ' ^ ygy . 

Le (e), che sussistono colla limitazione di y reale compreso fra zero 
e ic ma diverso da questi limiti, estendono alle nostre XI , con q qualun- 
que ed «^2(^ — 1), le note espressioni date dal Mehler *) per le X^. 

9. Ed ora passiamo ad estendere alle nostre funzioni Timportan- 
tissima formula di Laplace **). 

All'uopo applicheremo la nota formula: 

Jo a— bcos(ù~ f^^r-ZTb^' 
Se vi poniamo: 

a = I [(i — ae-*0'"'' + (i - ^^e^y^], 

* = IKi — ae-'O'"'' - (l - a^'0'"'']> 
essa diviene: 

2^ r d(ù 

= (i— 2acosy4-«0 ' > 
ossia: 

ag-3 

(i _2acosy + a') ' 
(2) 



^ " ^ ./o ( 



^(l> 



i_a^-»T)3-*î(i_cosû))+(i— ae*0'"''(i+cosco) 



•) Mehler, ^o//:( ùher die Dtricwlbt* sehen Iniegralausdrückefür die Kugelfunction 
P* (cos 5) und, etc (Math. Annalen, vol. V). 
••) Laplace, Meccanica ceUste, tomo V. 

RmU, Gre. MUUm, PaUrmo, u XVII (i90)).'-SumpAto il 19 geniujo 190}. } 
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Basterebbe ora sviluppare la funzione sotto il segno mtegrale in se- 
rie ordinata per le potenze ascendcnd di a, integrare poi termine a ter- 
nine la serie ottenuta, per avere, nel coefficiente di a", la cercata espres- 
sone analitica di X^. — Senonchc questo procedimento ci condurrebbe 
i calcoli molto complicati che eviteremo osservando che, in forza del- 
'identità : 

(i — 2acosY + a') * = (x — 2acosY -\- a*) * (i — 2ycosy + 0> 
X)Sto : 

/= f é. 

' Jo (i — 0Le-'^y-''(i — COSÛ)) + (i — af'0'"'*(i + coso) 
lì ha: 

/, = (i — 2acosY + a')V, 
; qumdi: 

/, = (i — 2acosY + a7"'A> 



relazione che permette di trasformare la (2) nella seguente uguaglianza : 

'l— 2acosY4-aO * =(i— 2acosY+a*y"' — / -, . 

' « I -^ V ^ */o I — acosy — tasenycoso) 

Ora, avendosi: 

[a(cosY + tsenycosco)] <[ i , 
a funzione 



I — a(cosY + i sen Y COSO)) 
può svilupparsi in serie di a colla formula: 

7 ;—, e = y (cos Y + i sen y cos o))' a' 

I — a(cosY+ïsenYcosw) t:^^ * ' * ^ 

îd integrando fra zero e t:, applicando com'è lecito al secondo menbro 
'integrazione per serie, si ottiene: 

— / : = > — / (cosY A- isenycoswYdco.a . 

T^ Jo i — acosy — lasenycosw fe ^^ ,/o 

D'altra parte è 

dove per ^ = i si deve porre (</ — i)(^/ — 2) . . . (^ — ni) = i] ; 
quindi finalmente: 

(i — 2acosY+a*) 
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L'esponente di a riesce uguale ad n quando si prende j = « — p — m; 
se ne deduce quindi che l'espressione cercata di XJ è : 

) X.M= f y(-ir^ ^''C?-0(y-^)-(^-'») E^UIÎÏ AcosY+fcenYcoso.)— ^i« 

' "^ '^ Äs^^ "^ 2.4...2/>.i.2...(m— ;>) T^ Jo 

più distesamente : 

cos"-'y r^". , . N«-»-! j 

7 ^r- / fcosY+ïsenvcoscùr "^'dw 

2<m-i)J, ^ ' • 

f ^^^^[^J^) J (cosY+^'senYcos(o) Vco (- 0" 2^l2m X^^''^^''^+^^'^^'^^^^""'''^ J 

od anche, ponendo x al posto di cosy: 

P-T Tr^+^coscol^^:?)«— 'dcoH ^^' ^ Ax+icosa)}/lII?)-— *da> 

...(_l)- 1 r(jC+tC0S6>t/T=^y-''"iÌtól . 

Osserveremo pertanto che, non dovendo comparire esponenti nega- 
rivi nei termini delle sommatorie delle (/), (/'), (/")> ^ numeri n Qq che 
quivi figurano non saranno affatto arbitrari, ma dovranno soddisfare alla 
relazione « ^ 2(^ — i). 

Inoltre le (y), (/), (/")> che estendono alle nostre XJ con q qua- 
lunque ed w ^ 2 (y — i) la formula di Laplace purché per q =1 i sì 
assuma {q — i)(^ — 2) ... {q — m) = i, benché dimostrate soltanto 
pei valori di x compresi fra -|- i e — i (ossia pei valori reali di y) 
valgono anche per qualunque valore di x (o di y) perché, sviluppando 
colla formula del binomio le quantità integrande che vi figurano, a cal- 
coli eseguiti, la X^ é un polinomio razionale intero della variabile x (ossia 
di cosy). 

Capitolo H. 

Viste le principali espressioni analitiche delle nostre funzioni XI , ci 
proponiamo di dimostrarne alcune proprietà fondamentali. 
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Cominceremo coi trovare due equazioni differenziali cui esse soddi- 
sfano. 

Â tale scopo riprendiamo anzitutto la definizione di funzione sfe- 
rica data nel primo n° del precedente capitolo. Riserbiamo ad x, y^ :(j, 
il significato di coordinate di un punto della sfera x* + 3^* + ^' = ^ (X) 
che ha il centro nell'origine delle coordinate, ed indichiamo con Ç, u, C 
le coordinate di un punto generico deUo spazio. 

Se /„($ìqO è un polinomio ^-armonico di grado n ed /,(xjr:Q la 
funzione sferica corrispondente, l'espressione 



MiS=,.(ï,o. 



ha in ogni punto P dello spazio quel valore che la funzione sferica /, {xy :() 
assume nel punto d'incontro del raggio OP colla sfera (i). 

Ne segue che se, data una funzione sferica d'ordine n, da essa de- 
duciamo una funzione dei punti dello spazio che goda della proprietà 
sopra segnalata per la C^($ìqC)> ^ prodotto di essa per r* sarà un po- 
linomio di grado n ^-armonico. 

In particolare, se la funzione sferica è data sotto la forma f^(^xy:Qy 

il polinomio suddetto non è altro che r"/, I i. Discende sen- 
z'altro che il polinomio 

è C-armonico. 

È facile di qui dedurre un'equazione differenziale cui soddisfa la XJ 
come funzione di x. Infatti dalla (i) in causa delle seguenti relazioni 

(iì)+(i^)"+(if)-=^(.-«-) 

d^x ^^f , d^ _ 2x 
dV^ dn'^ dì:'~ r' 

rdx , dx , y,dx 



SI ricava : 



^:*. = '-'ìè[(.-.')^]+»(»+.)x.j 

e quindi posto : 



SOPRA UNA NUOVA ESTENSIONE DELLE FUNZIONI SFERICHE DI LEGENDRE. 21 

9 ha: 

Iq modo analogo si deduce: 

^**- = ^""lÀ [^' - *'>fe] + <^" - ')(" - ^^^'ì 

che col porre 

diventa : 

e si riconosce facilmente che è in generale : 

(2) Aj4., = r-''9,(*) 

con 

''^5^L^^ ~ '''^"Jr'J + (^ + ^ — ^^)<^'' + 3 - 2?) Vi> 

essendo 

Dalla (2), poiché si ha A J <I>^ = o, si deduce : 

equazione differenziale dell'ordine 2 y cui soddisfa la XJ. 

Però la (3), essendo soddisfatta non solo dalla XJ ma ancora dalle 
^1"', XJ'*, . . . , non definisce tale funzione e quindi noi ci proponiamo 
di trovare per la XJ una nuova equazione differenziale. 

2. Posto: 

(0 /, = (l-2ax + «0"^ 

ricaviamo : 

57 = (3 - 2?)(5 - 2?)«'V»» 

d/ 

^ = (3-a?)(*-a)/,_., 

|Ì = (3 - 2?)(5 - 2ì)(x - «)'/,_, - (3 - 2ì)/,_. , 
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e quindi : 

a'/ d'I 

dL d/ 

2(2 - ì)*^^ — 2(2 - y)a-^ = 2(2 — ì)(3 - 2ì)aV,_. 

e cosi deduciamo : 

ÔV, df 8*/ d/. 

(2) (i-x')ô^-2(2-î)x^ + .^^ + 2(2-î)a^ = o. 

Ora essendo : 

supposto mod a <^ I ed applicata, com'è lecito, l'integrazione per serie, 
si deduce facilmente dalla (2) che la X^ soddisfa alla seguente equazione 
differenziale del secondo ordine : 

(3) 0-^0^ + 2(î-2)*^ + «(«+3-2î)X. = O, 

la quale, moltiplicata per (i — x')'"^, può porsi sotto la forma : 

(3') j^[^' - ""'^'17-] + »(« + 3 - 2ì)(i - xy-'x, = o 

od anche, cambiando x in cosy, sotto l'una o l'altra delle seguenti: 
(3") ^(sen'-"Y^) 4. „(„ + 3 _ 2 j)sen'-'»Y^. = o, 

(3'") ^ + (3 - 2ì)ctgY!^ + «(« + 3 - 2?)X. = o. 

Osserveremo pertanto che quest'equazione del second'ordine ammette 
due integrali indipendenti; uno di essi è X^, l'altro lo determineremo 
nel modo seguente. 

3. Tentiamo di soddisfare alla (3) del n° precedente: 

^' - ^'^TF + 2(ì - ^^4^ + «(« + 3 - 2?)/. = o 

con 

(I) /=!«.*'-"". 

Facendo la sostituzione si ottiene: 

Z^mO» — 2m)(j) — 2m — i)x'-'"-' 



(2) ^ V- 

+ 2.fl«(« — P + 2hO(« + ^ — 2m + 3 — 2ç)x'-'" = O 
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e, affinchè quest'equazione sia identicamente soddisfatta, dovendo essere 
nullo il termine di più alto grado in x, essendo a^^Oy si dovrà assu- 
mere per p una delle radici dell'equazione : 

in - p){n -^ p + 3 — 2q) = o 

che sono evidentemente n q 2q — n — 3. 

Pensando che p abbia Tuno o l'altro di questi valori la (2) diventa : 

+ Ifl-(« -/> + 2'»)(m +/' - 2»» + 3 — 2q)xf-'" = O 

oppure, mutando w in m — i nella prima sommatoria : 
Z[^^,(p-2m + 2)(/?-2m+ i) 

+ a^(n — p -\- 2m)(n -\- p — 2m -{- 3 — 2q)] x^"*"* = o , 
la quale è identicamente soddisfatta se si assume : 

({) a _ (p-2m + 2 ) Cp — 2m+l) , 

^^^ •" ~ (n — p^ 2m){n -}-/> — 2m + 3 — 2^) •"-* 

e poiché per p = 2 ^ — n — 3 si ha : 

^ ^ (w + 2m + i-2g)(w + 2iw+2- 2g) ^ 
"• 2m(2»-{~ 3 + ^^ ~ ^?) '^^ 

e per sostituâoni successive : 

(n — 2^+3X^ — 2^ + 4) ...(n — 2(y + 2m + 2) 



ö- = - 



2.4.6 ... 2m.(2n — 29 + 5X2« — 2^ + 7) ... (2n — 2y + 2m + 3) ° 
si potrà concludere che la funzione Ql definita dalla formula : 

n?^^ y (^—2y+3Xn— 2(7+4) ... (n— 2(y+2m+2) ^,(,^3,.,^,^) 

" "*»> 2.4 ... 2w(2n— 29+5)(2«— 2^+7) ..(2« — 2c+2m+3) 

ossia dall'altra: 

Q^ -=a rx-<""^-^ì^ 4. (^ + 3 — 2 ?)(n + 4 — 2^) ^^n^,-.,) 

'L ^ 2(2W + 5— 2?) 

I (^ + 3 — 2y)(^ + 4 —2g)(n + 5 - 2g)(n + 6 — 2y) ^,u^7,a,) 

"^ 2.4(2« +5 — 29)(2W + 7 — 2y) 

I (ii+3-2y)(n+4>-2(y)(w+5^2?)(n+g-2(y)(n+7-2ç)(n+8--2y) ^_^,^^,,^ 1 
■^ 2.4.6(2«+5— 29X2n+7-2ç)(2«+9-2y) "^ J 

in tutto il campo di convergenza della serie a secondo membro, e nella 
quale a^ è un coeflSciente numerico che in seguito fisseremo convenien- 
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temente, soddisfa aU'equazione differenziale delle XJ : per questo la chia- 
meremo fuHTiioru di Legendre di seconda specie d'indice q e d'ordine ». 
E poiché: 

^M (2m + 2)(2m — 2y + 2« + 5) 

e quindi: 

lim^=^ = i, 



possiamo asserire che la serie converge in tutti i punti esterni al cerchio 
col centro nell'origine e raggio uguale ad uno. 

Confrontando le due espressioni analitiche di XJ (Cap. I, n® 5) e 
di j2ì si vede che, a meno di un fattore numerico, h Q^ è una fun- 
zione che si può immaginare ottenuta dalla XI col cambiamento di n in 
2q — 3 — n. 

Dunque, nel caso di n^iq — 3 ossia di n<^2(q — i), oltre alla 
X^ soddisfa all'equazione differenziale delle funzioni di Legendre d'or- 
dine n la X __^ ; perciò, per questi valori di n, l'equazione diflFerenziale 
non definisce una determinata funzione di Legendre ma una coppia di 
tali funzioni; nel caso invece di n^2(q — i) l'equazione differenziale 
definisce un'unica funzione di Legendre ed ha, come secondo integrale 
particolare, un'altra funzione ßj, che per ora abbiamo definita (a meno 
di un fattore numerico) solo all'esterno del cerchio di raggio uno col 
centro nell'origine ma che può estendersi, con una conveniente espres- 
sione analitica (come in seguito mostreremo), anche all'interno di detto 
cerchio. 

Allora, non volendo escludere dalle nostre considerazioni le XJ con 
n <^q — I , che potrebbero essere definite come le Q corrispondenti alle 
X il cui ordine è un numero compreso fra q — i (incluso) e 2(^ — i) 
(escluso) e che differisce da 2(9 — i) come zero da n [cosicché le Q^ 
con n^2(q — i) potrebbero essere pensate come X^ con n negativo] 
e volendo che ad ogni X^ corrisponda sempre una Q^ , e che per ogni 
valore di n l'equazione differenziale (3) (n° 3) definisca una ed una sola 
X, diremo che per n <^2(q — i) ad ogni fun^jone di prima specie X, 
corrisponde (a meno di un fattore numerico) come funzione di seconda spe- 
cie, una X^ di indice m = 2q — 3 — n. 

4. Le ordinarie funzioni di Legendre di prima e seconda specie, 
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soddisfano a relazioni ricorrenti notevolissime, stabilite per la prima volta 
da F. Neumann *) partendo dalle espressioni analitiche di X^ e Q\. 

n fatto però che queste relazioni sono le stesse per le due specie 
di funzioni, suggerì al Beltrami **) che esse devono sussistere inquan- 
tochè entrambe le funzioni sono integrali della medesima equazione dif- 
ferenziale e cosi, chiamato R^ Tintegrale generale di quell'equazione, sta- 
bili per le R^ delle relazioni che, dedotte coU'aiuto della sola equazione 
differenziale, senza quindi tener conto dell'espressione analitica delle X^ , 
(2^, J?i, sono applicabili a ciascuna di esse e che appunto per R^ = Xl 
ti R^=i Q[ si riducono alle relazioni date separatamente dal Neumann 
per le ordinarie funzioni di Legendre di prima e di seconda specie. 

Per avere noi pure la maggior generalità, seguendo il concetto stesso 
del Beltrami, poniamo : 

con A Q B costanti qualunque e stabiliamo (con una conveniente limi- 
tazione) per le nostre R^ delle relazioni ricorrenti che, valide in partico- 
lare per le XJ e Ql si riducano, per ^ = i, a quelle del Beltrami. — Per 
questo dovremo abbandonare completamente il procedimento da lui 
seguito. 

Poniamo : 

con fl, by OL, ß costanti indeterminate. 

I>erivando le (i) rispetto ad x e facendo le debite sostituzioni, si 
ottengono per f^ ed /^, le seguenti equazioni diflfereiiziali : 

(i-a«x')-^-(aß + J«+2aa)x-^-(a-}-*)ß/. = o, 

e poiché per a=i, a=i, i = n-{-2 — 2y, ß = — » si trasformano 
rispettivamente nelle note equazioni differenziali cui soddisfano R^ ed 
R^^y ricordando le (i), si può infine concludere che se fra due fun- 



•) Neumann, Beiträge :^ur Theorie der Kugelfunctionen (Leipzig, 1878). 

•*) Beltrami, Sulle funzioni sferiche d'una variabile (Rend. 1st Lotnb., 1887). 

Rmti, Gre UaUm, FaUrmo, t. XVII (1903). — Sumptto ü 29 goniujo 1903. 4 
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zioni /, ed /^, sussistono le relazioni seguenti : 

(-3f = ^% + ('' + ^-^^>^— 

{ dx "" dx "^" 

o se si vuole quest'altre 

(3) 



«/. = («+ 2 - 2q)xf^, - (I - X')^^, 



(« + 2 - 29)/._. = nxf, + (i - x*)-^, 
esse sono rispettivamente integrali delle seguenti equazioni diflFerenziali: 

(l-*-)-||^ + 2(ì-2)x4^ + «(«+3-2?)A. = 0, 
('-**)^+^(^-^)*%' + ("-')(" + ^-*^)^-' = °- 

Vogliamo ora vedere inversamente se, o sotto quali condizioni, fra 
due funzioni R^ = AX^ + BQ^ e iì,_, = ^ X,_, + ß ß._, (con ^4 e ß 
costanti arbitrarie ma uguali in A, ed iì^,) sussistono le relazioni (2) 

0(3). 

Dinìostriamo intanto che, quando si convenga di assumere X^=i, 
le (2) definiscono Tintcro sistema delle funzioni X^. 

Per questo proponiamoci di costruire, se esiste, una funzione F(xx) 
che, sviluppata in scric di a, dia nei coefficienti delle varie potenze di a 
un sistema di funzioni /^ soddisfacenti alle (2) essendo /^ = X^ = i . 

Poniamo jktcìò : 

(4) F(*«) = £y>" 

o 

ed aiìuììcttiauìo por ja] <; i ed >; < i b convergenza in ugual grado 
della serie a secondo meuìbro e delle serie delle derivate parziali rispetto 
ad Ä ed .V lispenivamente. 
Sì ricava alK>ra dalle (4) : 

e quindi por le ^^^\ cui si\l«lÌNtano per ìpowsi le nostre funzioni/,, si 
lunnv> le rclodv^'.ii seguenti : 
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ossa queste altre 
dx 



= ?[-# + (« + 3- 2<,)/.]a-- 

che, in ausa delle (4) e (5) essendo /^= i, si traducono nelle seguenti 
equazioni differenziali alle derivate parziali per la funzione F : 

dF dF . , . ^ . ,dF 

dx dx ' ^^ ^"^ * da ' 

dF _ X dF dF ^ 
dx a dx da ' 

d F d F 

e queste equazioni, risolte rispetto a ^ — ed a ^ — e posto 

(x* = l — 2ax-}-«*> 
essendo 

(JL3Ì- = — a e a^ = _ (x — a), 
^ dx * da "^ -^ 

si mutano nelle seguenti : 

!*'||^ + K3-2ì)|^F = o, 

k quali infine, moltiplicate per pt'"*^, conducono al sistema seguente 
che prova esistere una funzione F definita, salvo un fattore costante, da 



3-a? 



F(xa) = (i — 2ax + a') ' . 

E poiché, com'è ben noto, questa funzione soddisfa alle condizioni 
imposte prima alla F e, sviluppata in serie di a ha per coefficiente di 
«' la funzione X^(x), possiamo affermare che, convenuto di assumere 
Xo= I, le (2) definiscono l'intero sistema delle funzioni sferiche diLs- 
GENDRE di prima specie e d'indice q. 

Volendo ora riconoscere se due funzioni consecutive ß» ^ ß«-i > 



a8 VIRGILIO GIULOTTO. 

definite, a meno di un fattore numerico rispettivamente dalla (4) (n** 3) 
e dalla relazione che si deduce da questa mutando n in n — i, almeno 
con opportune limitazioni, soddisfano alle relazioni (2), posto, poiché 
a^ dipenderà da n e da 9 : 

^ ^ (w~2y+3)(yi--27+4) ... (fi— 2^+1+25) (lt-2g+2+2j) 

"'' 2.4 ... 2s(2n—2q-\'SX2n—2q'{'7) ... (in — 2y-f-3-|-2j) 
sostituiamo direttamente nella prima delle (3) le note espressioni di Q^ 

Cosi facendo otteniamo: 



ossia: 



3— af-i-2x) 



o meglio riunendo le somme: 

od anche, in causa delie identità: 

25 (2 n — 2y-f^^+ ^) 



^-. . , . = 



«-M-I (;; _ 29 -f. 25)(W — 2? + 25 + l) ""«''' 

25 (2 n — 29^4" 3) 



»,*-.i 



(w — 2^ -|- 2)(n — 29+25+1) *"''" 

/èT(n+2—29)(n— 29+25+1)^ "-''«^ Ï1 y V ïn :)y «,,j 

E questa relazione, nell*ipotesi dì «^2(9 — 1) essendo identica- 
mente soddisfatta per: 

A _ n-29 + 2 . 

"'« 2«— 2J+ 3 •-''« 
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e qmndi : 

T:(n — 2q + 2) 



A^^ = 



-^ (2j+i)(2^+3)...(2n-2y+3) ^^-'î' 

convenuto di assumere -4,,.,,^ = i, ci porta a concludere, poiché d'altra 
parte si verificherebbe che è soddisfatta anche la seconda delle (3), che 
il sistema delle funzioni Q definito dalla relazione : 

, , ^- (2î+i)(2î+3)...(2n-2î+3) ^ 

^ I V y (n-2y+3Xn— 2g+4)».(n-2^+2+25) ^,(,^,,^,^»0 

, '^te 2.4.M21.(2«—2j+5)(2n—29'+7)...(2«— 2^+25+3) 

col dare ad n successivamente i valori iq — 2, 2^ — 1,2^..., coincide 
esattamente col sistema delle funzioni individuato dalle (2), assumendo 
/o = i2,(,_,) essendo ß^cg-i) ^^ funzione sferica di seconda specie defi- 
nita dalla (6) per n = 2(^ — i)> nel qual caso, ripetiamo, il fattore 

7 — ; — TT — ^ — e — ^-^Ç — i — V si assumerà uguale ad uno. 

(2j+i)(2?+3) ... (2n-2?+3) ^ 

E cosi possiamo affermare che : 

?05U) 

t ricavate mediante le relazioni : 

-JT- = ""-ir- + (n + 2- 2ì)l?_,_3 

{^) { 

dx dx "^*»'' 

f^ndo ad n successivamente i valori i, 2, ... le funzioni R^y queste ripro- 
ducono esattamente nelle loro componenti X^ e Q^le funzioni da noi de- 
finite. 

Dalle relazioni precedenti si deducono facilmente parecchie altre in- 
cessanti. 

Si ha da esse intanto immediatamente: 

dR. 



(O 



nR...q.. = (n + 2 - 2q)xR^^^^^^ - (i ^ x^) -^ , 



(n + 2 — 2q)R^^,.. = nxR — x') x 



dR. 



<i-4-if— a 



e cambiando nella prima di queste n in n -}~ i e sommando colla se- 
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conda: 

che, per ^ = I, compendia le relazioni di Gauss per le X^ e ßl- 

Invece, cambiando nella prima delle (a) n in n -f- i e sottraendo 
la seconda, si ottiene: 

Sommando membro a membro l'equazione che si ottiene dalla (d) 
col cambiamento di n in n — i con quelle che si deducono da quest'ul- 
tima mutando poi successivamente « in fi — 2, n — 4 ecc. o con le e- 
quazioni che si hanno dando poi ad n i valori 2, 4, ... ti, tenendo pre- 
sente la relazione data dalla prima delle (a) per n = i, si ottiene rispet- 
tivamente : 

dx 



JllìZl ^ (2„ + I _ 2^)i?_,_, + (a« - 3 - 2ì)A..„_, + 



/ dR 

\ (9-29)Ä.,..+(5-2y)V.+-^ (npart) 

••'■*") dR 

( (7 - M)*M + (3 - M)*.,- + *-^ (« »■«/«"■) 

Analogamente dalle equazioni: 

V ax dx " 

che, come si è mostrato, definiscono l'intero sistema delle funzioni di 
Legendre di prima specie e d'indice 9, si deducono le seguenti: 

( «X. = (« + 2 - 2q)xX^, - (I - x*)^ . 
I (« + 2 - 2ì)X_ = «XX. + (I - XO-^, 

(O („ + a-2î)X._.-(2«+3-2î)xX. + (« + i)X_ = o, 
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A queste relazioni ricorrenti vogliamo aggiungerne altre che permet- 
tono di calcolare le funzioni di Legendre d'indice q per mezzo di quelle 
d^iüdice q — i. 

Per questo si derivi la funzione: 

rispetto ad a. Essendo: 

si Ottiene : 

di ^Ì9-^)-i 

— = (2q- 3Xa — xXl - 2ax + a^ 

^-{H-i)xxr+i2q-3xxr-xrxy+...^2q-3Xxt^^^^ 

e quindi, integrando rispetto ad a : 



a' . , .,„. . „. , .a" 



e questo sviluppo confrontato col seguente 
ci conduce alla relazione: 

Ricavato poi dalla (e') (n° 4), in cui si sia cambiato w in w — i e 
y in y — I, il prodotto xXlZ\ e sostituito nella (a) si ottiene: 

(ß) XI = — ii-ziJ — (xj:' _ xr 

ed eliminando dalle (a) e (ß) Xlzl si ricava: 

(t) XI = f^^""^ (jc xr; - xr . 

Le (a), (ß), (y) legano le funzioni di Legendre d'indice q con 
quelle d'indice q — i e permettono cosi di esprimere le XI con q qua- 
lunque per mezzo delle ordinarie X^. 
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Osserviamo infine che dal confronto dell'espressione di XJ: 
v. — (3— 2y)(5— 2g>..(2n+i— 2g) 

X y(_iy n(n—iXn—2)...(n—2s+i) 

/és ^ 2.4...25(2«+I— 2^)(2«— I— 2y)...(2/ì— 25+3— 2?) ' 

con la seguente di ,*^' : 



^^;:: _(i-2y)(3-2?)-(2«+i-2g) 



4 
segue senz'altro: 



X 



w yr—iY n(n— i)(fz— 2)...(w— 25+1) ^ 

/és^ "^ 2.4...25.(2W-{-I— 2y)(2;z— I— 2^)...(2«— 25+3— 2?) 



5. Altre interessanti proprietà delle XI si possono dedurre dalla sua 
espressione analatica. — Infatti essendo : 



•/o «/o •/• •/«— • 



e per t arbitrariamente piccolo, y diverso da zero e da w e per valori 
positivi 5 avendosi: 

(cosy 4" i sen Y cos co)* (fco <;(i — sen* y ^^' ' (''^ — 0> 
mod / (cosy + i sen y cos co)' dw <[ s , 
mod / (cosy -f" ^^ï^ Y^osco)*rfo) <; s, 

•/ir— • 

risulta chiaramente dall'espressione analitica di Laplace (Cap. I, n° 9) 
che pei valori di y compresi fra :^ero e x (0 e x esclusi) pei valori di 
X compresi fra — i e -]- i ma diversi da questi limiti, la fun:^ont X\ 
per q grande a piacere ma finito, al crescere indefinito di co ha per limite 
lo le^o. 

Resterebbe a vedersi quali valori assume X^(x) nei punti -j-i ^ — i« 
Per questo, qualora si avessero in mira solo le XI con n^2(jq — i), 
potrebbe servire di nuovo l'espressione di Laplace, ma volendo consi- 
derare le X^ di ordine qualsiasi, conviene ricorrere alle relazioni di Bel- 
trami. 
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Si faccia nella prima delle (b') (n° 4) x = i ; si ottiene : 

e da questa, ricordando che è X^ = i, si ricava; 

( X f lì = (3 — 2 ?)(4 — 2 q)...(n + 2 — 2g) 

\ '^ ^ 1.2 ... « 

(') ^ [l-2(y-l)][2-2(y-l)]...[«-2(y-l)] 
l 1t(«) 

Analogamente, posto x =: — i, si ha: 

( X( iw (^?~3X^g — 4)-(2g — « — 2) 

\ «y J 1.2...« 

Le relazioni (i) e (2) mostrano che se q^i le XJx) con n^iQi — i) 
^m nulle nei punti -^ i e — i che le X^ (x) acquistano in quei mede- 
mi punti i valori dati dalle formule : 

(3) y.(+i) = + i 

(4) x:(-i) =(-!)" 

^ che le X^(x) con n <^2(q — 1) sono nei punti -\- i e — i sempre dif- 
istruì da [ero essendo X^(— i) sempre positiva e X^(+ i) positiva ne- 
g(iim a seconda che n è pari impari. 

Cosi possiamo affermare che: 

Le fun:^oni di Legendre d'indice q ^ i al crescere indefinito di n 
hanno per limite lo %eTO per ogni valore di x compreso nell'intervallo — i 
« + 1 ( — 1^4"^ inclusi) ossia, posto x = cos y, per ogni valore di y 
compreso fra %ero e tz (j^ero e tt inclusi); mentre le funzioni di Legendre 
d'indice q ■=. i al cresure indefinito di n hanno per limite lo T^ro per ogni 
valore di x compreso fra — i e -j-i 0, se si vuole, per ogni valore di 
Ï compreso fra ^ero e tt esclusi però gli estremi nei quali assumono costan- 
temente i valori ih I come dalle formule (3) e (4). 

Per mezzo dell'espressione di Ivory e Jacobi, si può vedere come 
sono distribuite le radici delle equazioni XJ = o che si ottengono ugua- 
gliando a zero le funzioni di Legendre d'indice qualunque^ e d'ordine 
«\ 2(^-1). 

L'equazione : 

(i _ xy^'-i = 

^mi. Circ, Msttm. FaUrmo, t. XVII (1903). — Sttmpftto il 30 gennajo 1903. S 



x.(.->=) = \ 
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ha w -f- I — Ç radici in ciascuno dei punti -|- i e — i . Le equazioni 
che si ottengono da questa derivandola successivamente rispetto ad x, 
per noti teoremi, hanno nei punti -j- i ^ — i. sempre una radice di 
meno ed una di più nell*intervallo ( — i e -}- 1) onde evidentemente /V 
qua^ione : 

valida per n^2{q — i)ha ncW intervallo — i e + 1 {gU estremi esclusi) 
n — 2q-\^ 2 radici che [come risulta dalle relazioni 

X,(x) per n pari 

X^(x) per n impari 
che si deducono immediatamente pensando che X^(x) è un polinomio 
in X coi termini successivamente di grado «, n — 2, n — 4 . • •] sono sim- 
metriche rispetto all'origine, ed in ciascuno dei punii 4"^^ — ^>ì — ^ 
radici. 

Nel caso particolare di ^ = i, nessuna radice cade dunque in questi 
estremi e ciò in accordo colle formule (3) e (4). 

6. Per completare la ricerca che vogliamo fare delle principali re- 
lazioni fra le XJ, dimostriamo alcune proprietà integrali. 

Per questo si moltiplichi per X^ l'equazione differenziale cui soddisfa 
la X^ e per X^ quella cui soddisfa la X^. — Sottratte queste equazioni 
membro a membro si ottiene: 

+ («-»)(» + m + 3 - 2 j)(i - »*)-<X.X. = o 

e supposti w^^w, w, ni^2{(j — i), poiché l'integrale indefinito del 
primo membro nel caso di ^=: i contiene il fattore (1 — x*) e nel caso 
di y>- I il fattore (i — x*)*""* [come si vede ricordando che X^ ed 

X^ contengono il fattore (i — x*)'~' e quindi -7—^ e -7-^ il fattore 

(i — x*)*""*] essendo inoltre w -|- m + 3 — 2 y > o, si avrà : 

(0 £\^ - xy-^X,XJx = o, [« ^ m, «, m ^ 2(ì - i)] 

e questa formula non è illusoria come a tutta prima potrebbe supporsi 
perche, comparendo tanto in X^ quanto in X^ il fattore (i — x*)'~', la 
funzione da integrarsi, anziché diventare infinita nei punti -}- i e — i, 
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à annulla in questi estremi e l'integrale precedente conserva un signifi- 
cato ben determinato per qualsivoglia valore di q. 

La (e') (n° 4) ci permette il calcolo dell'integrale precedente nell*i- 
poteà di 11 rz m. 

Infatti s'inmiagini la relazione (e') e quella che da questa si deduce 
col ambiamento di « in w -f- i* 

Moltiplicata la prima per (i — x*)'"^ X^^, , la seconda per (i — x^y^^X^ 
ed integrate entrambe rispetto ad x fra i limiti — i e -j- i [per il che 
si richiede che sia w ^ 2(7 — i)] tenuto ragione della (i) si ottiene 

con eliminazione di / x(i — x*)'"^ X^X^^^dx : 

L ^ ^ "*• («+lX2«+5— 2?) J-. ^ ^ " 

e cosi dalla relaàone ricorrente che si ha da quest'ultima cambiando rt 
in n — I si ricava per sostituzioni successive : 

( r\i-xy-^x:dx 

(2) •^-' 

\ (2«+3-2?)2?(2?+l)...«J_, '^ ^ "«-" 

Ora, ricordando il valore di Xj,^_,y dato dalla formula di Jacobi 
(Cap. I, n** 6) e tenendo presente che per x = cos y è : 

r' (i — x'y-'dx = Aen'^-'Y^Y 
ed inoltre che per m impari si ha ia generale : 



r 
r 



* * 1.3 ... (m — 2)m 

e quindi 

^ j 2.4 ... (m — i)(m — i) 

sen* Yd Y = 2—^ ^—7 — ^-^^-r J 

' * 1.3 ... (m — 2)m 

3 ricava finalmente : 

Vi— jc*V-^Y» dx~ T(2q-2) 



r 



e quindi per la (2) a ottiene: 

r'ii—xy-^x'dx 

(3) I •^-' 

____^ 1t(2^^2)TC(«— 2^-{- 2) - . ,, V, 

2'«-^(2»+3-2?Xì-ÌKì— l)-(2?-l)2?...«'-"— ^* IJJ- 
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Nel caso particolare di ^ = i, le (i) e (3) si riducono rispettiva- 
mente alle note relazioni: 

(4) £'x',Xldx=.o, in^m), £'x':dx = j^^. 

7. Da ultimo calcoliamo Tintegrale: 

Partiamo a tale scopo dall'uguaglianza: 

^ ^ "" dx dx 

Moltiplicandone i due membri per x^dx ed integrando per parti fra 
i limiti 4" ^ ^ — ^ assumendo X^ come fattor finito si ricava : 

e nel caso particolare di v = : 

(3) £' XJx = ;;^[xX, - X._.]:; . 

La (2), supposto V ^ ;/, ci conduce immediatamente alla seguente 
x^ X^dx e / X^_^dx: 

I «/— I 

f,W_V v(v-i)...(v+2— 0(v+i— r^v-YvY -X ^r« 

^*M~é5(v+n+iXv+«-i)...(v+M+i— 2i)-l* ^''^'-' ^-— -»J-« 

+ <Û r'x dx 

Dalle formule (i) e (2) (n"* 5) si ricava: 

(5) ] _ (2-2y)(3 — 2y)...(n — f+i— 2y) r. , , ,v*»-»n 

( " 1.2 ...(«— i) Li-i-l-U J 

ed avendosi per la (3) nel caso di v <^ n: 
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e nel caso di v r=: « 

X^ydx = I X^dx = 2, 
siccome dalla (5) per 5 = v si ottiene 

sarà per V ^ n 

purché si convenga di porre, nel caso di v = «: 

(2 — 2y)(3 — 2g)...(« — v+ I — 2g) 

x(«_v-{-i) —^' 

acche, avuto riguardo a questa convenzione, si ha sostituendo nella (4) : 

' \~èi <n— i).(«+v+l)(«+v— l)...(n4-v+I-25) LJ"^*. U J 
I <v)(2— 2g)(3— 2y...)(«— V+I-2g) . , 

\ -r^(„_^i_v)(„_^3_v)(„_v-j-5)...(„-j-v-j-i)L'"f^ *'' J- 

Dall'espressione analitica di X^ (Cap. I, n** 5) posto per brevità 
„(„ r)=C-iY m(m-i) . . . (w-2r+0 

>\ >1> J \ ^ 2.4...2r(2m-f-I — 2^)(2»»— I— 2^)...(2>«— 2r-f-3— 2?) 

si ricava : 

ed essendo per la (7) qualora si ponga 

(*,(«> », q> r, s) 

(2z ^3-2?)-(«— ^+1— 2y)(>«-2rXff»-2f— i)...(ffl-2r+i— ■■ . .,^, 
i.2...(„_ì)(ot+«— 2r+iX»t-t-«— 2r— i)...(m+»— 2r+i-2i) '■ '^''^ '' ■• 

|x,(m, «, Î, r) 

= <W-flrX2— 2yX3-2?)»(«— OT+^r+I— 2?) p 1 . y.H,i 

«(»-m+2r+iX»— »H-2r+3X«— »»+2r+5)...(»4-w— 2r+i)'-'"'"'^ ^ 



(9) 
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e si abbia riguardo di assumere nel caso di n — 2 r = m 

(2 — 2y)(3 — 2y)...(n — m + 2r+ l - 2q) ^ ^ 
•7r(« — m -[- 2r -j- i) * 

sarà infine: 

( £y-^-'' 

(8) =il=!A5z:^llï±£^[2-|-V,(„, ,. 0,.(», ». ,. r. .) 

e, nel caso particolare di w ^ 2(y — 1), essendo nulle per qualsiasi va- 
lore di 5 le pi.j(m, n, ^, r, 5), 

. (i-.,Xî-^^H^''+-'ri ||' ,, („. ,, r) ,, („. .. ,. f^r »^(,-) 

purché, tanto nella (8) che nella (9), si ponga al solito in quelle 
{/.j (m, «, Ç, r) nelle quali è 2 r = « — m, 

(2 — 2y)(3 — 2g)...(n — m + 2r+ I — 2y) ^ ^ 
TC(n — m-j-2r+i) 

Dalla (9) poi, qualora si osservi che nell'ipotesi di n — m>2(j — i) 
sono nulle tutte le p.j(/w, n, ^, r) e nell'ipotesi di n — m = 2(y — i) 
le p-j(w, n, 5^, r) con r > o, si ricavano facilmente le relazioni seguenti: 

(io) £'x,XJx=0 [„_«>2(j-i)] 

(li) J X,XJx- ^2q-iX2q-j-0...Ì2q+2m-l) [«-«-^C^-O], 
che, per ^ = I, si riducono alle (4) del n^ precedente. 

8. Perchè le funzioni ßj [con n ^ 2(ç — i)], di cui (n° 4) si è 
gii data l'espressione analitica fuori del cerchio col centro nell'origine e 
raggio uno, abbiano effettiva importanza nella nostra teoria, fa duopo 
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esistano anche nell'interno di detto cerchio, vale a dire nel campo di 
variabilità delle ^. 

Per provare tale esistenza, con un procedimento che ricorda quello 
dato da C. Neumann per le j2i, estendiamo alle nostre Ql [«^2(y — i)] 
rbportantissima espressione di Gauss *). 

Per questo osserviamo che, come risulta dalla (e') (n** 4), si possono 
esprimere le X^ e Q^ [con n^ 2(q — i)] rispettivamente mediante 
V« ^a,-i» a,-,» ßa,-. colle formule: 

ß. = TWÖa,-,+K^)ßa,-a, 

ç(x) e ^(x) rappresentando due polinomi in x. 

Da esse, eliminando «Kx) e moltiplicando per 2^ — i, si ricava: 

Per mettere la Q^ definita da quest'equazione sotto forma più con- 
veniente, daremo ora delle opportune espressioni analitiche alle funzioni 

^a,-,Ô2,-a> ^a^-ißaj-i- 

Dalla formula di Jacobi ed Ivory (Cap. I, n^ 6) si ha inunto im- 
mediatamente : 

od anche, posto : 

(-lV-^(2^-2) _ 

(2) X,,_, = a(x'-i)'-'. 

Per Ottenere l'espressione di !2,,_, troviamo dapprima l'integrale ge- 
nerale della nota equazione differenziale: 

-^[(i - ^'r'4y] + «(« + 3 - 2?)(i - xy-^R, = 0. 

All'uopo moltiplichiamola per un fattore indeterminato X — In se- 
guito alle identità: 

»i[(.-«-)-^]=;è[K.--)-'^]-(.-«-)-<^ê 

•) Gauss, Nova integr, vai, per approxitnat. invent. 
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essa diventa : 

dx 



e cosi, assunto >. = X^ , poiché in quest*ipotesi il secondo termine si an- 
nulla, si ha : 

e quindi : 

(.V' - 1)'-» (X,^ - r/-^) = (- i)^h, 

h essendo una costante qualsiasi. — Di qui, designata con k una nuova 
costante arbitraria, si trae : 



e poiché lim ~ =: o, si ha in particolare : 
e quindi : 

(J) c.,-. = (-.)-4(«--.)-fçpêT7. 

essendo /; da determinarsi in guisa che, per mod.v>i, la (3) coincida 
con h seguente espressione analitica di C2,._a offerta dalb (6) (n° 4) 

Calcolunio perciò l'integrale : 

.'(■v'-l)'- 
Per questi\ com*é noto, si osserverà dapprima che é: 

r _Jx _ r x\ìx_ __ r dx 

e cosK piMK:hé applicando Tintegra^ioiie per parti al primo integrale del 
sccoìulo UKMiihro coirassumcro .v coiv.c fattore finito si ha : 
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sostituendo nella precedente, si otterrà la relazione: 

J{x'-iy 2q — 2^ *^ zq — zJix^ — iy-'* 
b quale, essendo : 

à conduce alla formula s^;uente : 

/ r dx 

X (**-!)' 

(A - ^ f r_i V (2g-3)(2g-5) ••• (2q-2S+l) , ,_-n_„-., 
^^> \~ 2q—2- èt^ 'V(2?-4)(2?-6) ... (2ì-2i) ^'^ ^^ 
I (—0* 1-3-5 "-(.2q-3) . X-\-l 
\ ~ 2 2.4 ... (2 ^ — 2) °X — 1 

e cosi si potrà scrivere : 

^H-.-(2y_2)a.4^ '^ (2y— 4)(2y-6)...(2^-2i) ^"^ '-^ 

od anche, sviluppando i binomi : 
=yjL. y YC iY*'*^ (^ì~3X2q—5)-(2q—2s-\-iXs—iXs-2)...(s-r) ^i^,_^ 

W-2>feé5^ ^ (2y— 4)(2J— 6)...(2ì— 2f)l.2...r 

^ ^ 2 ^"^ -* 1.2... /> ®*— I 



Ora essendo : 



■+^ 



l»8r±| = log '- = log (. + -i-) - log (. - i) 



I — 

X 



ed avendosi per mod — << i ossia per mod x > i : 

-log(i--i-) = jL + J_ + _l.+ . 

Scraper modx> i: 

J-logfL+i. = 5 L—x-^— > 

2 ^x — I feb2fn + i 

*«i. Gre. ìieUm, PuUrmo, t. XVII (1903). — StAmpato il 7 febbrajo 1905. 
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e quindi, sempre per modx }> i : 
0_=_±1_ y yr jY*.*^ Ì29-^X^-5)-C2q—2s+iXs—iXs—2)-'Cs- 

E cosi, essendo in quest'espressione il coeffidente di x"^ 

^ ' h ^ v(p)(.2q — 2p — l) 

e nella (4) runica, sarà: 

Dunque posto: 
^-2*»-'ir(ì^i)«(9-i)' ^-^'^ '^ «(m)(2?-2«-i) 

(Ô V, = <»(** -0'- 

(7) ö.-« = J^(-'-0-f-ö?4?ör- 

e quindi per le (J') (n** 4) : 

(8) (1} -i)X,., = (a,- Oa,(x- -!)•-. 

Ö) (M - .)a,-. = ^^'C - ^r-£^^ + jij . 

Queste sono le relazioni che ci siamo proposti di determinare. In 
virtù di esse la (i) diventa: 

(^-OX,..i2.=îî5i(.'-0'-Jr..|r(j% + ^î^?W 

od anche per la (6) : 

ß- = ^^'fix' -I)' + (2 j -i)aJ ^(*)' 
OMÌa per la (5): 
n-J-y[ * "^r ,v (^?— 3)(2g— 5)-(2y-2i+i) _<,_., 

^~a'A ±^f^2àt^~^^ Ç2q-4X2q-6)...(2q—2s) ^ '^ 

4.f_,v <^^z:l) loa ^±il+ Î OW. 

+^ '-' <ì-i)<(/-i)2''- '°^ A- 1 ]^(2q-i).aA '^''^' 
dove f (x) rappresenta un polinomio in x di grado n-\-i — 2q. 
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Quest'espressione di Q„(^x) ha un significato per qualunque valore 
reale o complesso di x e definisce la funzione stessa in rutto il piano. 

A causa del termine logaritmico che vi comparisce è polidroma gi- 
rando intorno ai punti + 1 e — i col modulo di periodicità : 

(- ly^i x . 

a A ** 

Facendo in questa formula ^ = i si ottiene la seguente notissima 
espressione di Gauss per le ordinarie Q^: 



ô:=-x:iog^-?.w, 



X — I 

dove 9,(x) è il polinomio di grado n — i nel quale si trasforma ^(x) 

perj=i. 

Mantova, 30 settembre 1902. 

Virgilio Giulotto. 



SUI FONDAMENTI DELLA TEORIA PROIETTIVA 
DELLE CURVE ALGEBRICHE SGHEMBE. 

Nota di Gino Loria, in Genova. 



Adunanza del 23 novembre i^a. 



È questione del massimo interesse, sia teorico che didattico, quella 
di definire in modo semplice e generale le curve algebriche a doppia 
curvatura, per poterne poi dedurre una teoria rigorosa di siflfatte figure. 
Tale questione è, non soltanto lasciata insoluta, ma nemmeno segnalata 
dal Salmon, il quale, nel suo classico Trattato *), parla sempre di lina 
quasi che non esistessero curve non algebriche. Le nozioni da lui stabi- 
lite di ordinCy classe, rango, ecc. di una curva algebrica hanno un solido 
fondamento quando si tratti di intersezioni complete- di due superficie, 
mentre nel caso generale, presentando tutti i caratteri di generalizzazioni 
affrettate, non assicurano al conseguente edificio tutta la solidità de- 
siderabile. 

Ad esporre metodicamente una definizione rigorosa delle linee 
sghembe algebriche non si arrestarono il Cayley **) nelle fondamentali 
memorie sull'argomento, il Cremona nei Prelimitiari di una teoria geo- 



•) Analytische Geometrie des Raumes; deutsch bearbeitet von W. Fiedler. U. Theil, 
dritte Auflage (Leipzig, 1880), p. 91 e seg. 

**) Mémoire sur les courbes à double courbure et Us surf aus développables (Joum. 
de Math, pures et appliquées, t. X, 1844; oppure Mathem. Papers, t. I); Considéra' 
tions générales sur les courbes en espace (Comptes Rendus, L LIV, 1862, e LVIII, 
1864; oppure Mathem. Papers, L V). 
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tnärica ddle superficie^ il Nöther *) nella memoria premiata ed altri 
minori **). Pienamente soddisfacente è il punto di partenza dell'HAL- 
PHEN •**), il quale definisce una curva algebrica come « il luogo geo- 
metrico di un punto le cui coordinate cartesiane sono funzioni algebriche 
di una medesima variabile » ; ma non può essere adottato in una trat- 
tazione elementare della teoria di cui si tratta. 

Queste osservazioni erano indispensabili per dare ragione del pre- 
sente scritto ; ove, nell'intento di colmare una lacuna esistente nelle or- 
dinarie trattazioni scolastiche, è svolta una definizione geometrica delle 
figure in questione, dalla quale scaturisce una nota rappresentazione ana- 
litia generale di esse (§ 2), che ofire una spiccata analogia con altre, 
del pari notissime, relative a curve piane e superficie (§ i). Si vedrà che, 
in conseguenza, anche le tangenti (§ 3) ed i piani osculatori (§ 4) di una 
curva algebrica si possono determinare analiticamente con formole ap- 
plicabili sempre, e che (§ 5) con facilità si giunge alla determinazione 
di alcuni numeri, la cui conoscenza è indispensabile in un grandissimo 
numero di circostanze. 

§1- 

Osservazioni sopra le curve piane e le superficie algebriche. 

I. Siano Xq , Xj , x^ le coordinate omogenee di un punto qualunque 
di un piano w e F(x^, x^, xj una forma algebrica qualunque. Sarà 

lequazione di una curva algebrica T situata in quel piano. Prese altre 
tre forme algebriche qualunque 9 . , purché dello stesso grado, di tre va- 
^^^t^, /,, t^ si ponga 

P^. = ?iOo> U^ (* = 0, I, 2), 

ove p è un fattore di proporzionalità. Al variare delle t il punto di coor- 
dinate x^y X, , Xj descriverà tutto il piano w, ma percorrerà soltanto 



*) Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumcurven (Berliner Abhand- 
H» 1882). 

••) P. es. Baltzer, Analytische Geometrie (Leipzig, 1882), p. 473 ; Fine, On sin- 
iuìaritìes of Curves of double curvature (American Journal, t. VIII, 1886); ecc. 

***) Mémoire sur la classification des courbes gauches algébriques (Journal deTÉ- 
cok polyth., LU* cahier, 1882), p. 9. 
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k curva F, ove le t si sottopongano alla condizione 

o, più brevemente, 

/ essendo una nuova forma ternaria. Gò prova che : 

Qualsivoglia curva piana algebrica può in infiniti modi rappresentarsi 
analiticamente^ servendosi di coordinate omogenee^ con tre equuj^ioni del tipo 

(0 P^i = ?iOo> Ky O (» = o. I, 2), 

essendo p un fattore di propor:^ionalità e le 9. tre forme algebriche del me- 
desimo grado dei parametri t, legati dalla relazione 

(2) /Co, '.,0 = 0, 

ove f è uìui nuova forma algebrica. 

Se si vogliono invece adoperare coordinate cartesiane e variabili non 

omogenee, ogni curva algebrica potrà rappresentarsi mediante equazioni 

del tipo 

(!') x = 9(/, tt), y = ifQ,ul 

ove 96^ sono funzioni razionali, in generale fratte, delle variabili /, u 
legate da un'equazione della forma 

(2O /O, «) = o, 

essendo / una nuova funzione razionale (che potremo sempre supporre 
intera) delle due variabili di cui dipende. 

Mediante projezione si vede che di rappresentazioni analitiche analo- 
ghe sono suscettibili le singole generatrici di qualsivoglia cono algebrico. 

2. Si considerino ora due punti consecutivi P e Q della curva rap- 
presentata dalle equazioni (i), (2). Ne siano Z^, /, , I, e <o + ^o> ^ + ^i > 
t^ -f" ^2 1^ coordinate ; ^o > ^i > ^2 saranno infinitesimi dello stesso ordine, 
onde, chiamando h un infinitesimo di quest'ordine, si potrà porre S. = /?/., 
ove /^ I K» K 50^0 costanti finite qualisivoglino. Sarà 

/Oc > ^ > O = O , / Oc + A io > ^. + * ^. , ^a + * Ü = O 

e l'equazione della retta P Q sarà 



^a 



?o(0 ?,(0 ?a(0 



= 0; 
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= 0. 



essendo h infìnitesimo queste equazioni equivalgono alle seguenti : 

JC X JC 

**© ■*! "^a 

x"^'''di;+'dr, 'o di,"*" ''a«; +''07, '<'d<„+''d/."*^''8/. 

Dette quindi ^^ , Ç, , Ç, le coordinate della (retta P Q, cioè della retta) 
tangente in P alla curva e indicando con t, k, l una permutazione qua- 
â di o, I, 2, quest'ultima darà 

iìL ^ ÉIl 
ô<o d/, dt2 

d<fi d<fi d<f, 

àio dt, di, 

ma dalle due prime si trae 

ÒL ' dt, ' dt, ~ 



^r 



K K K 



i 



Indicando quindi con r un fattore di proporzionalità, potremo scrivere 

ÌL IL ÈL 

dio àt. Ö'a 

lit â^ Ö?». 

dl, dt, dt, 

llL 11l 11l 

ÖL 



Ci) 



'5,= 



dt, dt, 

^^de l'equazione della tangente può porsi sotto la seguente forn:a ; 

o ^o ^1 ^a 

M. ìlo^ Èli. ^ 
dt, dt^ di, d/, 

(-*) _àf_ d^ d^ dç^ =0. 

d/, d/, d^ d/, 

^Z ^?o ^?, ^y, 
Ö/, d^ dt, dt^ 



3. Con precedimento del tutto analogo a quello adoperato nei nu- 
'^eri I e 2 si dimostra : 
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Qualsivoglia superficie algebrica può in infiniti modi rappresentarsi 
analiticamente, servendosi di coordinate omogenee, con quattro equazioni della 
forma 

(5) P^. = ?iOo> Ky ^a> ^) = 0, I, 2, 3). 

essendo p un fattore di propor:(ionalità e le 9. quattro forme algebriche dello 
stesso grado dei quattro parametri t legati da una relaT^ohe del tipo 

(6) /Oo. '..<,.<,) = 0. 

ove f t una nuova forma algebrica. Il piano tangente in un punto qua- 
lunque di tale superficie ha per equitazione la seguente: 



(7) 






Xo 


X, 


X. 


^3 


df 


d?o 


dç, 


df. 


dfì 


àto 


dto 


du 


dio 


dto 


df 


dfo 


d<f, 


df. 


dfi 


^^ 


dt, 


dt, 


dt, 


dt, 


df 


d9o 


d<p, 


df. 


dfi 


àK 


dt. 


dh 


dK 


du 


df 


dfo 


d9, 


df. 


df, 



dt, dt, dt, dt, dt. 



= o. 



s 2. 

Definizione e rappresentazione analitica 
di una curva algebrica sghemba. 

4. Chiameremo algebrica una curva sghemba quando, e solo quando, 
essa è projettata da un punto qualunque dello spazio mediante un cono 
algebrico *). Se questo è irriducibile, tale sarà pure la curva. 

Emerge da questa definizione che qualunque projeT^ione di una curva 
algebrica t una curva piana algebrica. Viceversa: se tutte le projeTiioni 
piane di una curva sghemba sono curve algebriche, essa è una curva pure 
algebrica. 

Una curva algebrica, al pari di qualsiasi linea dello spazio, può rap- 
presentarsi in coordinate cartesiane col mezzo di equazioni del seguente 



•) Che anche una curva non algebrica possa venir projettata da un punto spe- 
ciale mediante un cono algebrico è dimostrato dall'esistenza di curve trascendenti so- 
pra qualunque cono algebrico. 
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tipo: 

(8) >f = ?(0> y = K^). i = xO)y 

ove ?, ^9 X ^^^ ^^^ determmate funzioni del parametro 5. La retta pro- 
jettante da un punto qualunque V(a, i, e) dello spazio il punto P(x, y^tl s) 
della curva è rappresentata dalle equazioni 
M X-fl _ Y—b _ Z—c 

X, F, Z essendo coordinate correnti. Le differenze a — 9 (5), b — ^ (5), 
f — xW ^^ possono interpretare come coordinate omogenee della retta 
TP, considerata nella stella di centro V ; in forza della definizione a- 
dottata e delle ipotesi fatte tale retta è generatrice di un cono algebrico 
(cioè di quello projettante da F la data curva) ; onde (n° i) le sue coor- 
dinate omogenee si potranno anche esprimere in funzione razionale di 
due parametri ty u legati da una relazione algebrica. Sussbteranno per- 
tanto equazioni del seguente tipo : 

ovvero [in forza della (8)] 

a — X _ b — y _ e — i ^. . _ 

4>(/, u) - VO, u) ~ X(/, u) ' ^^^' u)-o. 

Indicando con — t il valore comune di queste funzioni, t sarà una 
certa funzione di /, w e potremo anche scrivere : 

(b) x=a+T.^(Uul y=b+r.W(Uul i=c+r.X(t,ul /(/, tt)=o. 

Ora, eliminando (, w fra la prima, seconda e quarta di queste equa- 
zioni nasce l'equazione della projezione della data curva (algebrica) sul 
piano coordinato xy ; tale projezione essendo una curva algebrica, il ri- 
sultante di quell'eliminazione dev'essere una funzione algebrica (riduci- 
bile a razionale intera) delle x, ^^ ; il che esige t sia una funzione alge- 
brica delle /, tf, che cioè sussista una relazione della forma 

<ù(t, tt, t) = o, 

to essendo un polinomio intero in /, u. Per meglio precisare la na- 
tura della funzione o) (e quindi di t) consideriamo nuovamente il cono 
projettante la data curva dal punto V (a, i, e) ; le sue generatrici si pos- 
sono determinare analiticamente mediante le equazioni 

X-a _ Y-b _ Z-c .. ._ 

*(l, u) - WO, u) ~ XO, u) ' J^^' ""J - ^' 

Circ Uatem. Pakrwto, t. XVII (1905). — Stampato U 7 febbnijo 1903. 7 
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onde il cono stesso si può rappresentare (cfr. n® 3) mediante le equa- 
zioni: 

(e) X=a+t;.4^0>u), r=i+t;.V(l,u), Z=c+t;.X(l, u), f(tyu)=o. 

Qui t, u variano da generatrice a generatrice del cono, mentre t; 
varia da punto a punto su una stessa generatrice. Orbene, essendo V 
un punto arbitrario dello spazio, sopra ciascuna di queste si trova in ge- 
nerale un punto della curva; d'altronde, paragonando le equazioni (^), 
della curva, con le equazioni (e), del cono, si vede che per ottenere i 
punti di quella posti su una generatrice di questo è necessario e suffi- 
ciente di prendere v eguale ad uno dei corrispondenti valori di t; ma 
di tali punti ve n'è ufi solo; dunque t dev'essere una funzione uniforme 
di <, tt ; dò esige che l'equazione <ù (/, u, t) = o, tenendo conto se è 
necessario dalla /(/, u) = o, si riduca alla forma s^uente : 

g(t, u).r — h(t, u) = o, 

g, b essendo polinomi interi in /, 11. G)sl essendo, le (b) divengono : 



X = a — 



giù u) ^^'^ ^^' 
^~ giUu) ^'^^'^^^ 

f(t, u) = o, 
ossia 

ove 4>, , V, , X^ sono funzioni razionali di /, u. A parole si conclude 
che .V, yy ;;[ sono tre funzioni razionali fratte delle due variabili /, «, o- 
gnuna delle quali è funzione algebrica dell'altra. Passando a coordinate 
ed a funzioni omogenee potremo concludere la seguente proposizione 
(di cui è palese l'analogia con altre esposte nei n* 2-3) : 

Qualsivoglia curva algebrica nello spa:^io pub rappresentarsi analitica- 
mente in infiniti modi, servendosi di coordinate omogenee^ con quattro eqtm- 
Tifoni della forma 
(9) P X, = 9, (/, , /, , /,) (i = o, I, 2, 3), 

èssendo f un fattore di proporxjonalità e le 9. quattro fortnc algebriche del 
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medésimo grado dei tre parametri t legati da una relazione del tipo 

(io) /Oo> ^, = 0, 

mf è un'altra forma ternaria *). 

Ottenuta una siflFatta rappresentazione analitica, mfinite altre nasce- 
ranno ponendo in luogo delle t tre forme di egual grado di tre nuove 
variabili; fra esse la più conveniente sarà in generale quella per cui la 
curva (io) è una curva normale del corrispondente genere. Cosi, nel caso 
speciale in cui si tratti di curve ras^ionali, la (io) può supporsi di primo 
grado, onde porge /, in funzione lineare omogenea di /^ , t^; dalla 
(ß) si potrà quindi eliminare /, , onde risulterà per la curva una rap- 
presentazione analitica del seguenre tipo : 

00 P^i = ?.Oo> 0=1,2, 3), 

ove le <p . sono ora forme binarie. Se invece fossero lineari nelle ^^ , /, , t^ 
le equazioni (9) la curva considerata sarebbe piana, e il piano della curva 
avrebbe le seguenti equazioni : 



d?o 


d?o 


d% 


d'o 


du 


ah 


d<P, 


d<p. 


d9, 


d<o 


àt, 


àt. 


d<f. 


d<f. 


df. 


d'o 


dU 


dt. 


d?, 


d<pj 


d9, 



àio àt^ dt. 



= o. 



5. Si scrìvano le equazioni (9), (io) come s^ue: 

X X X X 

?oOo, l o "" ?.0o, L o "" ?.0o. '., o ^ 9,00, !.. o' •^^''"'«''')=°' 

si hanno in sostanza quattro equazioni omogenee in /^ , t^, t^. Se fra 
tre qualunque di esse si eliminano queste variabili nascerà un'equazione 
fra x^y jCj, x^, Xj rappresentante una superficie contenente la data curva. 
Siccome tale scelta può farsi in quattro modi distìnti, cosi si ottengono 
quattro equazioni siffatte. Siano 

(12) M = o, N=o, P=o, = 



*) Questa proposizione sembra essere ritenuta dal Salmon evidente (op. dt., 
p. 94 e). 
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le equazioni risultanti, Af, N, P, Q essendo quattro forme ternarie i cui 
ordini chiameremo risp. m, w, />, q. Se, come accade in generale, non 
passa fra di esse alcuna identità del tipo 

Jlf.Af + JV.N + P.P+ 0.0=0, 

risolubile rispetto ad una almeno delle Af, iV, P, Q, ed ove Jlf, jy, 
P, Q sono altre quattro forme quaternarie degli ordini k — iw, k — «, 
k — /), k — q, per individuare la curva completamente e senza parti pa- 
rassite sono indispensabili tutte quattro le equazioni (12) *). Ma se sus- 
sistono r(= I oppure 2) identità della forma precedente le (12) non 
sono tutte indipendenti e per determinare la curva bastano 4 — r delle 
stesse **). 

Fra le superficie passanti per la curva considerata è notevole quella 
rappresentata dalle equazioni (9) ; supponendo che t^y ^, , t^ s*inter- 
pretino come coordinate omogenee di un punto d'un piano, quelle 
equazioni porgono la rappresentazione della detta superficie su questo; 
onde la superficie stessa è razionale. Possiamo quindi ritenere stabilito 
che qualunque curva algebrica sta almeno sopra una superficie ragionale; 
perciò chi voglia determinare tutte le possibili curve algebriche, può U- 
mitarsi alla ricerca di quelle poste sopra superficie razionali. 

6. Assieme alla curva rappresentata dalle equazioni (9), (io) con- 
sideriamo un piano arbitrario dello spazio. Ne sia 

l'equazione. I punti che esso ha comuni con la curva corrispondono alle 
terne di valori non fissi delle t che soddisfanno ad un tempo le due e- 
quazioni seguenti: 

^^i^iOo. h^ = 0, /Oo> Ky = 0. 

o 

Il numero di siffatte teme è indipendente dalle ^ ; esso è quindi un 
numero avente Io stesso valore per tutti i piani dello spazio. Ogni curva 



*) Tale conclusione è in perfetto accordo con un fatto generale avvertito dal 
Kromecker nel J io de* suoi Grundlage einer arithm. Theorie der alg, Grössen (Jour- 
nal für die reine und angew. Mathematik, t XCII, 1882) e confermato dal Vahlen 
{Bemerkung %ur vollst. Darstellung der Raumcurven, Id., t. CVIII, 1891). 

^) Resta così precisata e stabiliu una proposicione assunta dal Salmon (op. dt, 
p. 94, linee 1-4) come postulato. 
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ha, pertanto, comuni con tutti i piani dello spazio uno stesso 
numero determinato di punti ; questo numero è Y ordine della curva ; esso 
è evidentemente anche l'ordine di un generico cono projettante la curva e 
di qualsia projezione della curva ; da ciò incidentalmente si raccoglie che 
Mi i coni projettanti una curva algebrica da punti ad essa esterni, non- 
che tutte le proje^ioni piane di essay sono del medesimo ordine. 
Al variare delle Ç l'equazione 

3 

(13) J5i?^0o> ^> = 0, 

quando le i s'interpetrino come coordinate omogenee d'un punto di un 
piano, rappresenta un sistema lineare di 00^ curve che, in forza di un 
noto teorema del Bertini *), non hanno tutte punti multipli, oltre 
quelli che cadono nei punti base del sistema. Supporremo che alcuni di 
questi A^y A^y ... A^' siano punti multipli secondo a^ , a^ , ... a^ per 
tutte le curve del sistema e multipli secondo a, , fl^ , . . . û^ per la curva 
/Oo> Ky O =^ o ; supporremo poi che questa sia esente da cuspidi, ma 
abbia altri punti singolari 5, , B^y ... B, con molteplicità t, , b^y . .. b^. 
Se quindi m è l'ordine della curva (13) e fi quello della curva /= o, 
usando un noto sistema, potremo indicare le une e l'altra risp. come 

ìa\^a:^ ... A:rB\^B\^ ... £ìo^, (^-^r- ... ä:%. 

In conseguenza se si chiama n l'ordine della data curva sghemba e 
p il genere della curva / = o, avremo : 

r 

(14) n = OT.[A— ^fljaj, 

1 

(15) ^ ^ (m — i)(m — 2) ^ a,(a, — i) ^ b,(b, - i) 

Sia ora 

f(^o, ^1, ^1, ^j) = 

Tequarione di una superficie algebrica qualunque d'ordine N\ essa ta- 
glieri la curva data in tanti punti quanto sono le intersezioni variabili 
delle due curve seguenti 



*) Sm tisttmi liiuari (Rend, del R. 1st Lombardo, a* Serie, t XV, 1882). 
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Ora, servendoci del sistema dianzi adottato, la prima si può rap- 
presentare col seguente simbolo 

onde taglia la seconda in un numero di punti non fissi dato da 

cioè, in forza della (14), N.n. Resta in tal modo stabilito che una su- 
perficie algebrica dell' ordim N ed una curva algebrica dell'ordine n si ta- 
gliano in N.n punti *) ; se tali intersezioni fossero N» + i la curva, 
supposta irriducibile, apparterrebbe alla superficie. 

7. Affinchè la curva rappresentata dalle equazioni (9), (io) abbia 
un punto doppio è necessario e sufficiente che esistano due terne di- 
stinte t'^:tl:t[ e t'^:t'[:t'^ dei rapporti /^ :/,:/,, taU che sia 

^o{n~^An-'^Än-W^)' ^^'^-^^ /(o-o. 

Ora queste sono cinque equazioni con sole quattro incognite essen- 
ziali, onde in generale non ammettono alcuna soluzione ; affinchè ciò ac- 
cada dev'essere soddisfatta una equazione di conditone fra i coefficienti 
delle cinque forme 9o > ?i > 9a > 9} > /> ^ ^^ primo membro si potrà 
porre sotto ^aspetto di una funzione algebrica razionale intera omoge- 
nea nei coefficienti di ciascuna **). Risulta da ciò che una curva alge- 
brica generale è esente da punti doppi ***) e che U curve algebriche nodale 
sono semplicemente specidli;iiate. 

S3. 
Tangenti di una curva gobba algebrica. 

^- Consideriamo i due punti P, Q della curva corrispondenti (cfr. 
f^) alle terne 1^ , /^ , /^ e /, + /W, , 1^ + hi, , /, + hi, dei parametri; 
Mtitmuo tendere fc a o la retu P Q tenderà a divenire la tangente in P 

) Altra proposuione che il Salmos (L c, p. 116) assume come postulato. 
^^ ^ ^ «ietermintiionc etìfetti\*a di sifiatta funzione costituisce un problema alge- 
W» tuttorm da risoKxrsL 

) Altra proposiiione postulau dd Salmon {op, dL, p. no, Hnea 17-18). 
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alla curva. Per trovarne le coordinate cominciamo dall'osservare che si 

avrà 

/e,.'.. = 0, /Oo+*o.'. + *^.',+*o = o. 

oDde, per lim , 






ovvero 



dL ' di. • dt, - 



<o '. K 

lo K K 

D'altronde, dette p.^ (i, Jk = o, i, 2, 3) le coordinate radiali della tan- 
gente cercata, avremo ad es. 

?o('o.<..0 ?,(<o.'..0 

onde, dhàdeado il secondo membro per h e poi facendo tendere que- 
SQ a 0, 



/•«.= 



o d/„ "•" ■ d/. "*" ' a«, » dt„ ■•" ' a/. "^ ' a/, 

; ^ 4_ / Eis 4. / ilo /Ìì.4.;^4.;^ 

*» a/, ■*■ • a/. "^ ' a*, » a/, ^ ' a<. "*" ' a/. 





d?o Ö?o ^?o 








a/, a<. a<. 




'0 '. '. 




a9, a<p, a 9, 




K K i 




d'o d/. a<. 




ossia, per la (d). 









Po,= 



àf 


d?o 


àio 


àK 


àf 


d?o 


àK 


àK 


àf 


Ö?o 



a/. 



ar 



a 9, 
"ar 



Detto pertanto <t un fattore di proporzionalità potremo scrivere in 
geoeraie : 



(16) 



<^Pa = 



_Ì2l 

_Ì9±. 
_^ 

a<» a/, a*. 



a/ 


a 9. 


d'o 


d<o 


a/ 


a 9, 


d*. 


àK 


d/ 


a 9.. 



(i, * = 0, I, 2, 3). 
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Quando à tratti invece di una curva razionale, ragionando similmente 
sulle (il) si trova 



(17) 



"Pu 



ah 






(», i = o, I, a, j). 



dio dt, 

E quando si adoperino coordinate cartesiane e quindi si rappresenti la 
curva che si studia con equazioni del tipo 

(18) X = 9(/, u% y = ^ 0, li), :y = xO> «)> fO> ") = o , 
ove 9, ^, X sono funzioni razionali e / un polinomio intero, allora per 
rappresentare la tangente in un punto qualunque (/, u) servono oppor- 
tunamente, invece delle (16), le equazioni seguenti, a cui si giunge con 
argomentazioni analoghe a quelle esposte : 



dt 


au 


dt 


èu 



àf 
dt 


du 


dt 


d^ 
du 



i-x 


0. «)* 


àf 
dt 


du 


àx 

dt 


àx 
du 



9. Cerchiamo i punti della data curva [v. eq. (9), (io)J in cui le 
corrispondenti tangenti incontrano la retta di coordinate assiali tc^.j . In 
forza delle (16) essi evidentemente corrisponderanno alle terne variabili 
di valore t^, t^, t^ che soddisfanno ad un tempo le due equazioni 

àf _3?j_ à<f^ 
àt, àt„ "517 
àf ^?.■ 3?i 



(20) ^TT.» 

i,k 



àt. 
àf 



ài, 

àfi 



àt. 



= 0. /Oc. '..0 = 0. 



ài, dt, dt. 

Il numero di siffatte terne è indipendente dalle costanti w^j e si 
chiama rango deUa curva ; lo designeremo con la lettera R e ne inda- 
gheremo un'espressione in funzione dei numeri n, p definiti dalle rela- 
zioni (14), (15). Ci serviremo per ciò del seguente 

Lemma. Si; delle tre curve «=:o, /=o, gz=o le due ultime sotto del 
tttcdesimo ordine, e se in tm putito dei piano la prima di esse ha la moU 
teplicHà /j(^o) e le altre la molteplicità /tOo), /a loro facobiana avrà 
in generale in quel punto la molteplicità b -\- 2k — 2 ; le corrispondenti 
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tangenti della Jacohiana sono : a) le tangenti in quel punto alla curva e = o, 
h) il gruppo jacobiano dei due gruppi di rette tangenti ivi alle altre due 
curve; perciò da quel punto sono assorbite Ä(Ä-f-2Ä — 2)-{-fe=fe(fe-}-2^ — i) 
interseT^ioni della curva e =^ o e della Jacobiana delle tre curve *). 

In virtù di questa proposizione e adottando la simbolica spiegata 
nel n° 6 una qualunque delle oo^ curve rappresentate dall'equazione (20, i*) 
è dell'ordine m -f- 2 (/. — 3 e delle sue intersezioni con la curva / = o 
sono assorbite dal punto -4^ (fc = i, 2, • . . , r) 

^i-(ûi + 2a^— i) 
e dal punto 5j (i = i, 2, . . • , 5) 

Ciò dimostra che il rango R della data curva è espresso come 
segue : 

m(fn + 2(A — 3) — 5^ a^(a^ + 2a^ — i) — ^ b,Qj^ — i) ; 



•) Questo lemma, di cui tutti conoscono la dimostrazione nell'ipotesi k=h — i 
(v. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen Über Geometrie, Leipzig 1876, p. 380), si stabi- 
lisce agevolmente notando che, posto come si suole 

m n n 

h i t 

il primo membro dell'equazione della Jacolnana può scriversi: 

(m - *)*?-*-• *fc + ... , *^*i^ a- r«-» JA» 






(«-*)*r*-s'»+ 



^{$ii—h^i)^2{n-~h—i)-*-2 



^«-k 



iL 4- v«-k-2ZL 



dx, 






d;c. 



/« fc^^ ^^fc ^^h 
r« _ i^ <r ^g* Sgl 



+ 



mk — nh 



rlM-»-ail_fc— 2Jk— I . 



it«i. Ctrf. Méttm. PûUrmo, t. XVn (1903). — Sumpâto il io febbrajo 190}. 



Sgt agi 



+ •• 
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scrìvendo quest'espressione come %cgot 

si vede che, grazie alle (14), (15), si otriene 

(21) R = 2(n+p^i), 

forinola che altri ottenne già, ma con metodo diverso di quello da noi 

usato. Nel caso speciale /> = o, sì ha jR = 2 (« — i), d'accordo con 

le (17). 



S4- 
Piani oscnlatorL 

IO. La determinarione dell'equazione del piano osculatore di una 
curN-a gobba non offre difficolti quando si adoperino coordinate carte- 
siane e N-arìabilì non omogenee. Si consideri infsitti la curva rappresentata 
dall'equazioni (iS) e si scelga I come variabile indipendente; la equazione 
del piano osculatore sari: 

^,(,u) -^K/,,0 4x0,-) =0, 

7ïr?('. «) 7p-vO. ») T^rxO. «) 

ove k derì\-ate «kvono essere adcobte tenendo conto dell'equazione 
/(l, m) = o. Ora, poiché t. è t'unzione di t à ha : 

J ^__ 6s , Ò9 du 

-jrn'^ "i-'ët"^ dM dt ' 

dt* ^^^ ^ ~ di* "'" ^WTTdi dt '^ du'\dt f ~^ du df ' 
mXy diaèrennindo due vx)I:e rispetto a t l'equazione /(t, ») = o a 
oniene 

du "$7 --^1. _ T^^" ' "e;, è M if "^ du'\ dt ) 
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ff 



quindi 



d(f df ^y df 
dt du "^ "5» dt 

" — ' — 5] ■ 



ÎT-tO. «) 






ivendo posto in genere per brevità 

dt* 



2>(a., /) = 



àf 



m 



d'à 

dt.du 

d'à 

du' 

àf 



àf 



dt 



du 
o 



dt dit 

Congeneri espressioni hanno le ^Itre derivate che entrano nell'equa^one 
del piano osculatore, onde questa assume il seguente aspetto : 

iì.i/_liil a+a/_liiX ÈAÈL^ÈAÈL 

dt du du dt ' "5/ ^ d» dt dt du du dt 

>(?./)|-iK/./)^. ikMÌ-'IK/^D^, iXx,Dl^-mDÌ) 



'òu 

meglio ; 



'SiT' 



'^' 



'§J' 



'du 



(22) 



^y 84* dji^ df 

dy d'i* dx 8/ 

du du du du 

J>(.9,ß i>i^,D -»(x./) J>(/.f) 



= o. 



II. Quacüdo invece si adoperino variabili omogenee per otceoerç 
l'equazione del piamo osculatore in un punto P delk curva che si con- 
sidera si può procedere in uno dei seguenti modi : i^ cercare la forma 
Jiniite dell'equazione del piano determinato dalla tangente in un punto P e 
^ un altro punto Q della curva^ quando Q si accosta indefinitamente a P; 
^'^ detcrqmure l'equazione generale dei piani tangenti della sviluppabile 
formata dalle tangenti alla data curva ; f stabilire l'equazbne del piano 



= 
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che tocca, lungo la tangente in P, il cono projettante da questo la curva. 
Se non che, svolgendo uno qualunque di questi concetti, si ottiene l'e- 
quazione domandata ingombra di un fattore estraneo che è malagevole 
separare *). Per evitare tale inconveniente si può procedere come 
segue: 

Si considerino, come già si fece, t^, t^, t^ quali coordinate omoge- 
nee di un punto di un piano tt e si designino con Ç^, Ç, , 5^ , Çj le coordinate 
del piano che oscula la curva (9) (io) nel punto corrispondente ai va- 
lori t^, /,, t^ dei parametri, e x^, x, , jc^, jc^ le coordinate di un punto 
qualunque di quel piano. Sarà quindi 

onde dall'equazione (13) (rappresentatrice del sistema lineare 00' costi- 
tuito dalle immagini delle sezioni piane della considerata superficie razio- 
nale passante per la data curva) si potrà fare scomparire una delle Ç ; 
eliminando ad es. ^^ si ottiene 

che è l'equazione della rete di curve che si separano dal sistema li- 
neare (13) quando, scambio dì considerare tutti i piani dello spazio, d si 
limita a quelli della stella di centro (x^, x,, x^, x^). Essendo per ipo- 
tesi iz esso piano osculatore, fra le curve di quella rete ne esiste una 
osculatrice alla curva /((^, /,, /J =0; ed il relativo punto di contatto 
giace sopra una curva la cui equazione venne determinata da A. Brill **). 
Se per brevità si pone 



J m dt, ' 


„(.•.») _ ï ^'?r 




•' »»(w— i) 3/..d*j 



*) Siffatte difficoltà che s'incontrano potevano facilmente prevedersi ricordando 
come la determinazione dell'equazione in cordinate omogenee del piano osculatore alla 
curva in cui s'intersecano due superficie algebriche sia stata risoluta soltanto in seguito 
all'intervento di O. Hesse, il quale dedicò ad essa una delle sue più elaborate memorie 
{Ueher die Wendepunkte der algebraischen ebenen Curven und die Schmiegungs^Ebenen 
der Curven von doppelter Krümmung, welche durch den Schnitt ^wäer algebraischen Ober- 
flächen entstehen, Joum. für die reine und angew. Mathematik, t. XLI, 1851). 

**) Ueber diejemgen Curven änes Büschels, weiche eine gegebene Curve T^üpunh- 
tig berühren (Math. Annalen, t III, 1871, p. 462). 
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requazione di quella curva può scriversi come segue: 

.fr-'.ìo'"'. ^o??'"-^.?'o''". ^o€'"-^.9':-'\ *o?';'"-^.?i.''". ^o<fr-^yr\ ^o^T'"-^.?': 
,?r-'a?r> ^o?i''"-*a?'o''", ^o9r-^.9r\ ^o?',''"-^,?'.:'", *o?r-^.?r. ^jfr'-^J: 
.fr-*3?o'", 'o?';-"-^,?!,''", *o?'/'''-*,?':'^ *o?';'"-*M''^ *o?r'-*.ìr'. *o?!r''*-*,ìo 



2/°', 


0, 0, 0, 


. /". 


/". 


o, 


2/"», 0, /»', 0, 


r. 


o, 


0, 2/'», /<•>, r. 


0, 




^ofT-^.fT *o?r'-*.?i" *o?r-^.9r' 


/(0,0) /(0,I) /(0,2) 




-(W-I) 


^o?f-*,?r *o?Ì"-',<P!;* *o?r-*.?l" 


r(i,o) ili,i) r(i,2) 


= 0. 




^o?r-^,?r *o?',"-*,?i" rf-rf 


r(a,o) r(2,i) ii(i,a) 





Applicando alcune notissime trasformazioni lecite su ogni determi- 
nante, questa equazione assume quest'altra forma più simmetrica : 



(23) 



2 



?r 
?r 
?r 
?r 

2/»' 
O 
O 



o 

O 



(a,a) _(i,a) 



?; 

.p<M. 
O 

o 



9o 

9'"'' 
o 

r 



9!.""' 

9r 

9^ 

9r 

o 



2yi») y(«) y«» 



9!r'" 
91"'" 

/" 

O 



-(w-l) 



9r 

9^ 
9^ 

9r 



9l" 
9'." 
9i" 
9'/' 



>(*) 



Xa) 



9; 

91- 

9i" 

9'/' 



/(o,o) r(o,i) r(o,a) 
/•(i,o) r(i,i) iti,a) 
r(2,o) /(»,!) /ta,a) 



:= O, 



Supposta sempre soddisfatta la relaâone /(Z^, /, , = o, la (23) è 
una relazione [lineare nelle x e del grado 3 (w + P- — 3) nelle /] che 
intercede fra le coordinate di un punto qualunque del piano osculatore 
in un punto della curva considerata ed i valori dei parametri /^ , /, , t^ 
nel corrispondente punto di contatto ; dati che siano questi parametri essa 
è quindi la cercata equazione del relativo piano osculatore. 

La (23) si presta ad una verificazione che ci sembra degna di ve- 
nire rilevata. Quando le ç sono forme lineari, quell'equazione perde il 
suo primo termine perchè tutte le quantità 9^*''^ sono identicamente nulle. 
In conseguenza, nei punti in cui 
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H{f)^ 



b (23) divieiie 



r«^ /K>» ^t<^*i 

/ii,o* r«i,i) /li,i) 
/ta^ /ti,i) /1a^ 



?r 



#0, 









= 0, 



il che pocevasì prevedere essendo questai TeqniaoDe del (nano in cui, 
ndle amali ipoteà, è contenuti la curva (cfr. n^ 4); nei punti in cui 
invece ^(0 = o b (23) £ soddisfatta identicaDiente ; in tal caso il 
punto considerato e un desso» e ogni pano dd fascio avente per asse 
b corrispondente tangente può considerarsi come piano osculatore della 
curva. 

La (23) dimostra che, dette l«, , ^, > ;, » S, le coordinate del piano 
osculatore, si ha 



(:^4) 



»^^. = ♦.00 ',> 0> /Oo. '.» = 0=1.2.,). 



essendo «* un ùrtore di proporzionaHti e le ^. quattro forme ternarie del 
grado 3 (»n -p Î1 — 3)- Da dò emerge che la figura correlativa ddla svi- 
.'i*rrur:> cs:ui::'Lf J: Jé»ìj ^-urva a*£€Ìrica è un'altra curva algebrica; 



To: 



viiae 



d' 



;uc>u e L ni 



ro > dei piani osculatori della sviluppabile che 
paesano per un p^:n^? arbìxirio dello spazio, cioè la classe delb svilup- 
pabile. Qu<!^u non Jii::::ene in generiJe piani doppi ; a£Bnchè aò accada 
dev'essere sen:. licer.:ennf spcdaHzzac* (v. n° 7). 

Ne! cx<v> in cui la curva darà sìa razionale l'equazione del piano 
oscuiitore assume una torma assai più semplice; infatd dalle (11) si 
trae agevolmente che essa è: 



(»5) 



Èli. 



X. 















a.-.-ô». 

Ill 



= 0. 



SUI FONDAMENTI DELLA TEORIA PtOJITTIVA DELLE CURVE, ETC. 65 

S 5. 

Alctini numeri. 

12. Per trovare la classe v della curva (9) (io) si potrebbe usare un 
procedimenta analogo a quello che ci guidò (v. n° 9) alla determinazione 
del rango R; si potrebbe cioè cercare una espressione, in funzione di n e /), 
del numero v delle intersezioni variabili delle curve che, in coordinate 
^oi^iìh» ^^^^ rappresentate dalle equazioni (io) e (23). Ma questo con- 
cetto, per quanto semplice, esige lunghi sviluppi. Si potrebbe invece ri- 
correre al ragionamento con il quale Cayley stabili le equazioni che, nella 
teoria delle curve gobbe, corrispondono a quelle del Plücker per le curve 
piane. Però la via che ci sembra più diretta è quella che ha per punto 

dipartenza la considerazione del sistema lineare /^^i?iOo> ^»> = ^ 


in relazione alla curva f(t^ , t^ , Q = o. 

Infatti ai piani tangenti della curva che passano per una retta arbi- 
traria dello spazio corrispondono quelle curve di un fascio, contenuto in 
^uel sistema, che sono tangenti alla curva / = ; ora è noto *) che il 
loro numero è 

R = 2(n + p-i); 
â ritrova cosi un risultato già stabilito (n° 9). Invece ai piani osculatori 
della curva che passano per un punto arbitrario dello spazio corrispon- 
dono quelle curve di una rete, contenuta in quel sistema, che sono o- 
sculatrici alla curva / = o ; tale numero essendo 

v=3(n-f 2P-2), 
à conclude essere questa l'espressione della classe della curva conside- 
nita ; in particolare per /> = o si ottiene v == 3 (w — 2), d'accordo con 
^ equazione (25). Inoltre, siccome in quella rete esistono 

i^ (/?-0(Jf-2) _ 
2 ^ 

curve bitangenti alla curva / = o, cosi è della classe i la sviluppabile 



*) Per questo e per altri analoghi risultati in seguito si vegga la memoria del 
Cayley, On the Curves which satisfy given conditions (PhiL Trans., t. CLVIII, 1868, 
oppure Mathematical Papers, t VI), ove sono poste sotto forma comoda alcune for- 
inole di E DB JOMQyiÉRBS. 
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costituita dai piani bitangenti dilla curva sghemba. Ancora: quel sisteou 
contiene 

a = 4(«+3/> — 3) 

cur\-e aventi ciascuna con b /= o un contatto di terz'ordine ; ciò provì 
che la data curila ammette a piani stazionari Finalmente considerandc 
quelle curve del sistema lineare che le curve / = o toccano in un punte 
ed osculano in un altro si conclude che la data curva gobba animate 

6(/> _ n 4. 3)(2p- Il +3) 

piani osculatori in un punto e tangenti in un altro. 
Dai valori trovati per a, v, R risulta 

a — «= 3(v — i?), 

formob che ò costume dedurre dalle formole del Cayley. 

Genova, Novembre 1902. 

Gino Loria. 



LE EQUAZIONI DELLE CURVE 
IN COORDINATE COMPLESSE CONIUGATE. 

Nota di A. Pern a, in Caserta. 



Adunanxa del 23 novembre 190a. 



Con molto profitto i professori Beltrami *) e Cesàro **) si sono 

^cupad, per lo studio delle figure piane, della rappresentazione di 

^ punto reale mediante l'affisso :^ = x -{- iy ed il suo coniugato 

ì = a: — iy. Con tale sistema di coordinate una curva piana algebrica, 

^ ordme />, vien rappresentata dall'equazione, di grado />, /(:^, :(') = o; 

Della quale, però, i coefficienti non possono essere dati ad arbitrio, ma 

debbono soddisfare a certe condizioni. Ed infatti le coordinate carte- 

^^e X ed y del punto M della curva data, dovendo verificare Te- 

lii^zione f(x -{- iyy x — iy) = <p (x, y) + H (^> y) = o> renderanno 

K^> y) = ^'C^, y) = o; cioè che tutti i punti di / sono anche punti 

^ Ç e ò. Ma l'ordine di / è p, e le curve 9 e ^ sono di ordini non 

superiori a p, quindi / coincide sia con 9 che con ^ ; e, coincidendo le 

"'time due, se ne deduce che i coefficienti di / debbono soddisfare alle 

indizioni che esprimono la proporzionalità fra quelli di 9 e quelli delle 

Potenze simili di ^. In questa Nota ci proponiamo di determinare ap- 



•) Beltrami, Ricerche sulla Geometria delle forme binarie cubiche (Memorie del- 
^^<:^cu di Bologna, 1870; p. 626). 

•*) Cesàro, Sulle radici delVhessiana d'una cubica in relazione con quelle della 
Cttl>icj stessa (Giornale di Battaglini, 190 1); Sur la ditermimtion des foyers des conp- 
î«*es (Nouv. Ann., janvier 190 1). 

•Smì. Cir€, MmUm. PaUrmo, t. XVH (1903). — Sumpâto il 16 febbrâjo 1903. 9 
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punto tali condiaooi *), dopo aver trovato le efiettive espressioni ddla 
parte reale e ddla parte immaginaria di /(^ ^'). 



I. Si consideri il polinomio omogeneo, e di grado m^ 51 ^•»" ^"^ ^'"» 
nel quale i coeflidend n^ ,, sono, in generale, dri numeri complesd 

««,. + •P-.-- P*^^ V- = I -^1> !^' = ^~ J » â ha, qualunque sia 
j», jt -f- jt' = m — I, donde (i' = m — (i — i. Poi, per un valore di 
Il non superiore a (i, tale dot che sia m — 211 ^ o, 

Cu')" = («• + /)" = 5( p )y''*^-^ ; 

e quindi, moltipficando ed osservando che («- i)^ = (— i)*^", 

+(- .r'2(- .)-( ; )(,^"j;L%f)/^'-'- 

•) Cfr. Segrk, L'« fiMM'o rjin/^ Ji rictrchê gtumäricbe. Not» I, pag. 6. (To- 
rino, 1890). 



LE EaUAZIONI DELLE CURVE IN COORDINATE COMPLESSE CONIUGATE. 67 

1 ' 

cioè, osservando che, posto i , l = o per it <^ o, il ^ di ciascun ter- 
mine può estendersi dap = oap = «, perchè è anche i , j = o per 

E quest'eguaglianza, qualora si ponga 

-....-l'C-.yOiT— ). 

può scriversi più semplicemente 

o o 

Mutando i in — i, si ottiene Faltra eguagEanza 

Nei simboli A il secondo indice non può superare (x. Ponendo, però, 

(2) ^n,^n.i = (- O'-l..,,/, 

Tultima eguaglianza può scriversi 

o o 

ricavibile, come si vede, da (i) mutando n in tn — n. Dunque, con la 
convenzione (2), la (i) è generale; cioè è vera non soltanto per f.^«, 
ma anche per (i •< « ^ »»• 
Dalla (i) segue 

o 



ovvero 
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1 ■ ■ 

posto 



e però 



-m- -m- 

-|P^. (/dispari)' •--f«^ (/dispari)» 

(3) / ° . 

2. G>nsiderando le espresàoni (3) corrispondentemente ai valori 
m = o, I, 2y . . . , Py à ha, sommando, che il polinomio /(:^, :^'), di 
grado />, è dato in generale da 

000 000 

Dunque, essendo f (x, ^) e 4'(x, ^) rispettivamente la parte reale 
ed il coefficiente della parte immaginaria di /(^, ^'), . 

000 



o o 



Kx. >) = 2:S2(- 0'«.../'-^. 



000 



3. Tro\'ate così le effettive espressioni di ^(x, y) e 4'(^> y)» per la 
realtà della cur\'a J\:^y -') = o si avranno, come s*è detto, k essendo 

arbitraria, le ^^ ' ^^ condirioni 



una costante 



cbe esprìmono la proporzionalità fra i coefficienti ddh f e quelli dei 
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termini simili della ^. Di queste condizioni quelle corrispondenti ad uno 
stesso valore di m sono date da 



k = -l =-? 

^ß A ^a A 

o o 

il ^ INjlK M^ 11^ fri 
I 4 (w pari) 



X *^»»»*« '^i»i,f»,a 



>ß ^ 

(m dispari). 






4. Alle (4) può darsi una forma assai più semplice. Dapprima si 
osservi che r(r+ i )*""** termine di -4^^^,,, a contare da destra, è 

(— iV"^ I II, , le che ad esso, per la convenâone 

^ ^ \n — r/V^ — 2n + 2r/ ' *^ 

fatta I ^ j = o per Ä <[ o che equivale a render sempre vera l'identità 

LXr+i)**^° termine di -4^^^,^,, a contare però da sinistra, è 

(- iy( ^ ) (^ Ü7— ^2r) ' ^^""^"^ ^ ^^^°^^ ^ ^••'"'^ ^^°^' ^ °^^°^ 
tó fattore ( — i)*i in ordine inverso rispettivamente eguali a quelli di 
^■,«,»-i« Si ha quindi 



^ Ciò si ricava anche dalla (i). Moltiplicandone ambo i membri per 

^ ^ •* — ^(—i)«-»-|i'-i.i,- (w dispari), 

e posda scambiando x con ^, si ha, dal paragone con la (i'), precisamente la (6). 
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Ciò posto si considerino i due determinanti 



D = 






A A A 



, i)' = 



A, 
A 



A ^ 



««»4) 



-■1,1,} 






A A A 



e s'indichi con A^^^^x l'aggiunto dell'elemento A^^^^ di uno dei due de- 
terminanti D t D\ Moltiplicando ambo i termini delle frazioni di posto 
dispari deUe (5) rispettivamente per A^y^^, A^y^^, . . . A^y^^, con 
n' = 0, I, 2, . . . , (1, si ha, componendo. 



* = 



00 o 

o o o 

■» 

^__ o 

2ÌP«,-(^«,-,o^,.',o + ^«,.,a^,«',a H h ^«,«,a|i^L,.',a|i) 

o 

quindi, essendo Z) ^ 0, 



(7) 



i = 



V.'^ + V-.^ »-,. + *. 



Analogamente, moltiplicando anibo i termini delle frazioni di posto 

pari delle (5) rispettivamente per ^lx,.> ^1,.'.,» ••• ^1,.'.V-.' ^°° 
«' = 0, I, 2, .... (X', e ricordando che A^,^,^^, = - ^.,^,,^. , 

^ ^ o. . . (n ^é «') 

si ha, essendo D' ^ o, 



«_ . — «^ 



2, . . . , f^'X 



(«==0,1,2,.., ji'). 



Considerando i valori di m da o a ^, si vede che le (4) assumono 
U forma assai più semplice dau dalle (7) e (8). 
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5. Ma queste ultime sono ancora semplificabili e suscettìbili di un'in- 
terpretazione geometrica. Eguagliando infatti fra loro le frazioni (7) e 
(8) corrispondenti allo stesso valore di «, si ottiene, in generale, essendo 
|t' = (1 per m dispari e |i' = (i — i per m pari, 

(5) <. + ^l. = <_ + ßU. (« = o. I. .. . . . . I*'). 

Per i due valori consecutivi di w, w' = 2r + i> m" = 2r -}- 2, si 
ha (i' = r, e però le (9) sono sempre in numero di r-|- i. Ne segue, 
per w = 0, 1, 2, ... , p, che di relazioni analoghe alle (9) se ne hanno 

° ,(. + . + , + ... + £r^) + £±i = (Aiiy. 

secondo che è pari o dispari p; cioè, qualunque sia />, j ^-^^ • ^^^ . 
Eguagliando poi la prima frazione delle (4), cioè -^^ ad una qual- 

r 00 

àasideUe (7), si ha a„ß„^. - ß^a^. = ß^a^„_ - «,„?«,„_., o an- 
che, detti p e ç^, rispetnvamente il modulo e l'argomento del punto 
«,,., e ricordando che per le (9) è p„ , = p„ ,^, , 

sen (?,.. — ? J = sen (9^ — (p„,„_.) , 
donde, essendo x un numero intero qualsiasi, 

f,A.\ Tal,. .1 T«,«— . I r_ I _\ 



Eguagliando invece rp ad una qualsiasi delle (8), si ha 
aa 4-ßß =aa 4-ßß 

oo «,1« I r oo *^m,n oo m,m— « I r oo r m,m— « > 

anche 

, , cos(9^^, — 9j = cos(<p^,^^, — 9j, 

donde 

Dal paragone della (io) con la (ii) si deduce quindi 

i^2) 9^ = ^^ f-)CW (« = o, I, 2, ...,rt. 

Per i due valori consecutivi, tn' = 2r, w" = 2r -f- i> è (i = r, e 
però le (12) sono sempre in numero di r -{- i. Ne segue, per 
^=^0, I, 2, . . . , p, che di relazioni analoghe alle (12) se ne hanno 
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secondochè è p pari o dispari ; cioè, qualunque sia p. 
Le relazioni (9) e (12) che sono in numero di 

(p + 2)p (p+4)/' _ o>+iy+0'+5Xp-o I ,_ pip+$) 
4 "*" 4 ~ 4 "^ 2 ' 

quando m varia da o a ^, equivalgono dunque alle (4), e, quando sono 
soddisfatte dai coeffidenti di /(:^, :^'), l'equazione della curva / = o è 
reale. Esse poi mostrano che i punti a^^ , fl^ ,_ sono simmetrici rispetto 
alla congiungente il punto a^^ con Torigine. 

Se è n = m — n, a^ , coincide con a^ ,^, , e poiché, variando m 

da o a /), dò avviene sempre che m è pari, doè 1 ^ ' I volte, se ne 
condude che dei I " ' 1 punti rappresentanti i diversi coefficienti 

della /, ^-^ — I sono in linea retta (quella che congiunge a^ con 

Torigine) e gli altri sono distribuiti simmetricamente rispetto a tale retta* 
Facendo coinddere Tasse di simmetria del sistema di punti con Tasse 

reale di coordinate, si ha che 1 ^ "* ^ j coefficienti sono reali e gli altri 

si distribuiscono in coppie di numeri coniugati corrispondentemente ai 
termini complementari .v*~"v", x"v''~". 
Per una conica l'equazione sari quindi 

.'r + K''+ e + 2K' + 2^^+ 2AU' = 0, 

con e cJ h reali, a e by f e g coniugati fra loro *). 
Najvlì. luglio InXU. 

Alfredo Perna. 



•^ i.'ìì, Ck^Xkv'»: !vV. vi:, pag :. Ocìrccujirìone Jd cerchio, in coordinate com- 
plesse CvMiiuir^te. si servo ìi sU. Pv'^incare nel suo lavoro « Mìmcire sur its groupes 
kUi^éfns » (Acta Mathetuatica« t. 111. pag. >oX 



su ALCUNE QUESTIONI DI POSTULAZIONE. 
Nota di Franoesoo Severi, in Bologna. 



AdimanzA del a8 dicembre 190a. 



Si- 

Postulazioiie di una varietà completa intersezione 
di ipersuperficie. 

I. Nella mia Nota a RappresentaTiionc di una forma qualunque per 
conHnaiione lineare di più altre » *) ho dimostrato (vedi al n° 8) che 
la postulazione di una varietà 4>^_j dello 5^ , priva di parti multiple, ma 
avente del resto singolarità qualsiasi, la quale sia completa intersezione 
di b ipersuperficie degli ordini «, . . . «^ , per le ipersuperficie di ordine 
l abbastanza altOy è espressa da 



(0' 



x(o={'to-zr:'+0 

+l('-"7"'+Ò— •+(-^'('""'~T"'"^')- 



ove i sonmia tori si estendono alle combinazioni semplici di i*, 2*, ..., 
(i — i)' classe degli indici i, 2, . . . , h. 

Adesso dimostrerò che la for mola (^i) dà la postula:i^ione della va- 
rida c&, di cui sopra^ per tutti i valori di /, purché si convenga di 



^ Reodicontì dd Lincei, t XI (5), 1902. 

^. Cks. ìùnem. FmUrm; t. XVII (1903). ~ Sumpato il 17 febbrajo 1903. 



in 
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attribuire il valore zero a quelle espressioni I * * * j i 

cui / — n^ — • • • — nj < 0, il valore i al simbolo I j ; e inoltre si 

convenga di accettare per valore della postulazione il numero ( ) , 

allorquando, per essere / troppo piccolo (minore di tutte le n), non esi- 
stono ipersuperficie d'ordine / passanti per 4>. 

2. Siano 

F, = 0, . . . , Fj = o 

le equazioni delle h ipersuperficie F^, ...y Jb\ che s'intersecano nella 4>. 
Si supporrà che gli ordini n^ ... rij^ delle forme F^ ... Fj, siano disposti 
in ordine decrescente, che cioè si abbia 

Supponiamo provato Tasserto per la varietà ^^..j,^., , priva di parti mul- 
tiple (per l'ipotesi fatta su 4>), intersezione delle ipersuperficie F^ ... F^_^ , 
e si rappresenti con Xi(0 ^ formola che, tenendo conto delle conven- 
zioni fatte, esprime per ogni valore di / la postulazione di i/. 

Le ipersuperficie d'ordine / passanti per 4» formano un sistema li- 
neare 2 di dimensione ( ) — i — Xi (0> ^ ^^ ipersuperficie d'or- 
dine / passanti per 4> formano un sistema lineare 2'x volte esteso. 

Limitiamoci per poco al caso / ^ n^_^ -}~ ^h • ^Uora le ipersuperficie 
d'ordine l che contengono come parte F^ formano un sistema lineare 
2" di dimensione I * ) — ^- ^^ sistema intersezione di 2 e 

2" è evidentemente il sistema 2'" delle ipersuperficie d'ordine / che 
passano per 4» e contengono come parte F^ , ed è quindi di dimensione 

(2) (^-«^ + '')_,_3^.(/_„j. 

Giacché il massimo cornuti divisore *) (F^ ... Fj,__, FJ dei due mo- 



•) Secondo k denominazione di Kronecker ; massimo modulo comune secondo 
la denominazione di Hilbert. — Per comprendere la ragione di queste denominazioni 
conviene ricordare che, con Kronecker, un modulo M dicesi divisibiU per o multiplo 
di un altro modulo N (questo un divisore di quello) quando ogni forma di M appar- 
tiene ad N. Se Af = ( F, ... Fj,), N={K, ... Ks ) il modulo D = ( F, .. F^ K^ ... Ks ) 
dicesi m. e, d. ed M ed N, perchè è un tal divisore di M ed A^ che, contenendo ogni 
forma risultante dall'addizione di una di M con una di N, è divisibile per ogni divi- 
soVe comune ad M ed M 
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dull (F , . . . Fi_,) ed (Ffc) è divisibile per ogni divisore comune a queìti 
due moduli, e giacche inoltre i sistemi delle forme di un dato ordine l 
apparteneati ai tre moduli suddetti, coincidono coi sistemi di forme che 
si annullano rispettivamente nei punti di O, ^ e If\ *), cosi il sistema 
Imeare meno ampio che contenga £ e 2'', ossia il loro sistema con* 
giungente, è 2'. Applicando allora la relazione fra le dimensioni di due 
sistemi lineari e quelle dei loro sistemi intersezione e congiungente **), 
avremo: 



(3) 



ossia: 



Se dunque diciamo x (0 ^^ postulazione di 4>, avremo : 

e ciò per ogni valore di / ^ n^_^ + «^ ; donde in virtù della espressione 
ammessa per x, (0 si deduce che la (i) è applicabile quando /^^i,_,+W|b *^)« 
Supponiamo adesso che sia n^_^ + ^* > ^ I> ^t • Allora non ci sa- 
ranno ipersuperficie d'ordine / — w^ passanti per ^, e quindi in base alle 
nostre convenzioni si dovrà porre: 



X. ('-».)=('-':'+'). 



blonde si trae che la dimensione del sistema intersezione di S e S", 
calcolata con la (2), riducesi a — i. Ma poiché in tal caso 2'" manca 
^ (3) continuerà ad esser valida e quindi la (i) sarà ancora applicabile. 
Se I = n^ e se inoltre n^ ;= «j_, = . . . = nj^_. <^ «h_,_, , impo- 
nendo ad una forma F di ordine / di appartenere al modulo (F, , . . . , Fj) 
le imponiamo di potersi rappresentare cosi : 

^^^o^fc + ^i^à-iH ìrCiF,^, 

ove le e sono costanti. — Le forme F,, , . . . , Fj^_. sono linearmente in- 



*) Come risulta dal i^ teorema enunciato al n^ 3 della mia Nou citata, 
**) Dalla quale relazione si può far discendere facilmente la relazione fondamen- 
^ di HiLBEtT» usata nella mia Nota. 

***) Cfr. questo semplice ragionamento con quello del n° 5 della mia Nota. 
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dipendenti; che se cosi non fosse avrebbero in comune almeno oo'"* 
zeri, e quindi le ipersuperficie F^^ . . . , JF^^ si taglierebbero in ima va- 
rietà di almeno r — h ^ i dimensioni, contro il supposto. 

Ma dunque F è costretta ad appartenere ad un sistema lineare oo' 
di forme d'ordine / = n^^ , e quindi essa è costretta a soddisfare ad 

I ' I — I — i condizioni. — La (i) in tal caso, mercè le conven- 

\ r,/ .. . 

zioni fatte, nducesi appunto a 

x(0=(' + ') — i. 

Infine nel caso I <[ «^ la (i) è valida per convenzione. 

3. Se supponiamo h=.r — i, la ^ sarà una curva riducibile o non, 
ed avremo 

x(0=('t')-z('-";+')+-+(-0'-('-"'-7"'-+''> 

Nel caso ' ^ X '^i — ^ ^^ ^^^^ facilmente : 

X(0 = ^ ••• ^-,^ — T^i ••• ^-i(«. H \r «r-, — r—i) •), 

e analogamente nel caso l = ^n^ — r — i si trova : 

a) Supponiamo che la curva ^ sia irriducibile e priva di punti mut 
tiplL Allora detto m il suo ordine e p il suo genere si ha : 



^ Difatti ponendo uguale allo zero una qualunque delle n nella espressione ini- 
ziale di x(0» ^' tcowsL ^(/)=:o; e siccome ^ ^ funzione razionale intera simmetrica 
e di grado r nelle n, avremo: 

X(0 = c«, ... n,_,(«, + ... +n,., +c'), 
ove e e cf sono indipendenti dalle n, ed è anzi evidente che e è indipendente anche 
da /. Ponendo «, = n, == ... =: «^_, = i nell'espressione primitiva di xQ) si trova 
X(/) = / -f- I» profittando della quale si ottiene e' in funzione di / e di e. Inoltre x(0 
si annulla per / = o, «, = », = 2, «j = ... «,_, = i, dal che si trae il valore di 
e e quindi quello di c\ 

**) Vedi ad es. la mia Memoria, Sulle intersezioni delle varietà algebriche e sopra 
i loro caratteri e singolarità projetiive, [Memorie della R. Acc di Torino, (2), t. 52» 
1902; n^ la]. 
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sicché : 

i) Se la 4> si spezza in due curve irriducibili e prive di punti mul- 
tipli, di ordini m, m', di generi rispettivi /), p\ e aventi 8 punti a co- 
mune si otterrà: 

tn -|- tn* = fij . . . w^_j , 

2/> — 2 + 8 = m(X «, — '■ — 0> 2/>' — 2-f 8 = m'(X «, — '• — i)*), 
e quindi: 

X(I«.-r-i) = /.+i>' + 8-i, 

X(0 = (« + m')/-(p + / + S-i)+iO^I«.-r). 

4. Se ü; = r — 2, ossìa <& è una superficie qualunque priva dì parti 
multiple, avremo: 

x(Z«. — >• — i) 

e per /X^^i "" ''• 

— T«. ••• ^-.(Z«. -Oi + z(Z^ — ^ — O+i **)• 

a) Se la superficie 4> è irriducibile e priva di punti multipli, dettone 
m l'ordine, p il genere della sezione iperpiana, P^ il genere aritmetico, 



♦) Ibidem, % 8. 

**) La prima di queste formole si ottiene facilmente osservando che, essendo 

x( y*«, — r — i) = — I per «, = ... = w^., = o, dovrà aversi : 

X(Z «I — »- - = "^ ••• '*^-» Oo Z "*? + '^i Z "' ''^ + ^^ Z "' + ^3 ) "" ^' 

ove le e sono costanti da determinarsi. La determinazione si fa dando alle n valori 
particolari convenienti. — La seconda formola si ottiene osservando che dalla (i) per 
hzzzr — 2, /^V«, — r— I, si trae subito : 

ove Xi ^ la postulazione della sezione iperpiana di 4>. Profittando delle formole del 
Q® 3 la precedente uguaglianza ricorrente fornisce appunto la relazione da dimostrarsi 
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si ha: 

P. = x(I«.-r-,)*). 

Si potrà anche calcolare l'invariante relativo Û **) della 4>, e si tro- 
verà: 

a = n, ... n^_^{Xn^ — r — ly+ i. 

b) Se 4> si spezza in due parti irriducibili, prive di punti multipli 
(o al più dotate di d punti doppi impropri, se r = 4), delle quali siano 
w, m' gli ordini, p, p' i generi delle sezioni iperpiane, P^, P]^ i generi 
aritmetici, Û, Ü' gl'invarìantì relativi analoghi a quello già definito per 
h ^ in a) avremo ***): 

m -{^ m' =^ n^ . . , n^_^ , 

2p — 2 + 8 = m(X'^. — r), 2/>' - 2 + S = m'(X «. — r\ 

( i'. + ^: + ^=x(Z«.-r-i) 
rX5< 21: — 2=^{X,n^ — r — 1) 

( û + û' + 4^+e + 6'-5 = «,...«^^,(2n,-r-i)' + i 

( ^a + i': + ^ + ^ = xK + «a-5) 
r = 4J 27C — 2 + 4J = 8(n, + «, — 5) 

( û + û' + 47. + e + e' + 8d- 5 = «,«,(«, + n,- 5)'+!, 

ove S, TC denotano l'ordine e il genere della curva D comune alle due 



•) Sulle intersezioni delle varietà . . . , $ 5. 

••) Vedi âd es. U mia Nota, // genere aritmetico ed il genere lineare in relazione 
alle reti di curve tracciate sopra una superficie algebrica, (Atti della R. Acc di Torino, 
t. 37, 1902; n° 7). 

•••) Sulle intersezioni.,,, §$ 9, io. (A pag. 33, righi 17, 18 dal basso, leggi 
e uno stesso sistema » invece di « differenti sistemi»). Le relazioni dei testo discendono 
da quelle ivi contenute tenendo presente che se una superfìcie dotata di singolarità 
ordinarie (linea doppia e punti tripli se è nello 5^ , punti doppi impropri se è nello 
5^ , e nessun punto multiplo se è in uno spazio superiore) è di ordine [i.^ , i* classe 
(iL, , 2* classe (1.2 9 2^ ceto v, , si ha : 

12?^ = 2(iL2 + V, — 8[A, + I2[Ao — Il 

n = {i, + v,-.6{i, + 9{io+i. 



su ALCUNE aUBSTIOMI DI POSTULAZIONE. 79 

pani, e Ö, 6' indicano i caratteri d'immersione *) di essa curva sopra cia- 
scuna delle componenti di 4>. 
Inoltre avremo: 

X(0 = (m+«')('t') 

x(0 = ('« + '«')(^t') 

-IO'+/''-J-2) + P. + F, + « + d+i, (r = 4, /^„, + „,_4). 

Restsatz per le curve iperspaziali. 

5. Le due curve C, C irriducibili, prive di punti multipli, costitui- 
sano insieme la completa intersezione delle r — i ipersuperficie F,=o,... , 
F^j = o. Chiameremo ipersuperficie aggiunte a C tutte le ipersuperficie 
passanti per C. 

Ogni ipersuperficie aggiunta a C e passante per un gruppo di una 
([uaknque serie lineare esistente su C, fa parte di un sistema lineare di ag- 
fiunU, che segna la serie. 

L'equazione 

tu = 

ove le /. son forme di un certo ordine n delle coordinate omogenee 
XqXj ... jc^, rappresenti il sistema di ipersuperficie che segna la serie li- 
°^^^ 4 ' ^'^^^^^^ P* y dimensione dy esistente su C **). Per adesso la 
serie suddetta si supporrà priva di punti fissi (per quanto il ragionamento 
successivo richieda solo ch'essa sia priva di punti fissi multipli). 

Non s'introduce una restrizione essenziale supponendo che una iper- 
superficie generica del sistema suddetto seghi in punti tutti distinti la curva 



*) lì genere aritmetico . . . , n° i. Se tc è il genere virtuale di una curva trac- 
Q^ta sopra una superficie, n il suo grado virtuale, 6 il carattere d'immersione, si ha : 

**) È ben noto che una serie lineare si può sempre segare sopra C con un si- 
stema di ipersuperficie cosi esteso come la serie, in guisa cioè che nessuna delle iper- 
superficie del sistema contenga C. 
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composta C -f- C *), e in particolare che ciò accada per la ipersuperficie 

Le r forme F,, ... , F^_,, /, avranno a comune »n, ... n^_, zeri 
distìnti (se n, , . . . , «^_, sono gli ordini delle F), e quindi ogni forma 
che possegga quel gruppo di zeri si potrà rappresentare come combina- 
zione lineare di quelle **). 

Sia H^=z l'equazione di un'aggiunta a C, che passi pel gruppo 
G^ della g^ , segnato da /^ = o. Per metterci nell'ipotesi più generale 
supporremo che fuori di G^^ h f^ = o tagli C nel gruppo G^ , e che 
H^ = o fuori di G^ tagli C nel gruppo G^ (costituito da punti distinti 
o no). Poiché in G^ si annullano tutte le /, e in G^ e nei punti comuni 
a C e alle singole / si annulla H^ , avranno luogo le identità : 



HJ, = ^,. F. + . . . + ^,.,_. F,_. + H,U, 

dalle quali si rileva anzitutto che H^ = Oy . . . , H^=z o sono aggiunte 
a C, e che passano tutte pei punti di G^ ***). 
Inoltre per valori arbitrari delle X, si otterrà: 

^o ju ^ F.i:\4, + ... + F,_.çv4,,_. +/„|:\if, . 

Si osservi che le forme H^^ . . . , H^ sono linearmente indipen- 
denti, perchè se non lo fossero, per la precedente identità, esisterebbero 
ipersuperficie ^\fi = o passanti per C, contro il supposto; e per la 



*) Difatti sopra una projezione piana generica Cj" della O" , eseguita dal centro 
O, la g^ (priva di punti fìssi multipli) può segarsi con un sistema lineare di aggiunte 
d'ordine /, in guisa che fuori degli s punti doppi di C, la curva generica di quel sì- 
stema tagli C^ in mi — 2 5 punti distinti e la projezione di C* (fatta dallo stesso 
centro) in m* l punti distinti. Projettando quelle aggiunte da O avremo un sistema di 
ipersuperfìcie soddisfacenti alla richiesta condizione. 

•*) Rappresentazione di una forma qualunque, etc. 

•••) Né fanno eccezione gli eventuali punti comuni a Gy e Gj^ . Difatti se nd 
punto P la Hq = o ha molteplicità d'intersezione / con C, e /, = o molteplicità d'inter- 
sezione t(^ i), la ipersuperfìcie i/^/, — ^^^ F, — ... — ^, ,,_, F^_, = i/, /^ = o 
avrà molteplicità d'intersezione /-{- 1, donde segue che H, ha molteplicità d'intersezione 
I+i— I. 
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Slessa ragione non esisterà nessuna ipersuperficie ^ "k. iì. = o passante 
per C La identità precedente ci dice ancora che essendo g^ priva di 
punti fissi (e quindi non avendo un suo gruppo generico qualche punto 
sulla /^ = o) per un gruppo generico di essa passerà una ipersuperficie 
l\H, = o. 

Sicché la serie lineare g^ segata sopra C dal sistenìa ^X.ff. = o 
coincide con la serie iniriabnente considerata. 

Si vede subito adesso che la proposizione è vera anche per serie 
con punti fissi (semplici o multipli) *). 

6. Dal teorema precedente segue che: 

Tutu le aggiunte di un dato ordine passanti per un gruppo di punti 
idk C segnano sopra essa una serie lineare completa. 

In particolare: 

Tutte le aggiunte di un dato ordine segnano su C una serie lineare 
completa **). 

Se O manca, ossia se C è completa intersezione di r ^^ i iper- 
superficie, avremo : 

Sopra la curva C dello S^ irriducibile, priva di punti multipli, e com- 
fläa intersezione di r — i ipersuperficie, quelle di un ordine dato qualunque 
Ulano una serie lineare completa. 

In particolare: 

Una curva irriducibile, priva di punti multipli, che sia completa in- 
tff5e{ione di r — i ipersuperficie i normale ***). 



*) Difatti se U serie Hneare ^^ -{- ? ha il solo punto fisso k-pìo P si conduca 
m'aggiunta (non contenente C) che passi pel gruppo G^ âà f^ ç abbia in P molte- 
pBcitii dlntersezione k con C. Essa fa parte di un sistema lineare di aggiunte che se- 
gni la serie g^ , e tutte le aggiunte di questo sistema, come risulta da un*osservazione 
gii fatta, incontrano C, k volte in P. Ma dunque esse serviranno pure a segare la g^ 
più il punto *-plo P. 

^ Nd caso che C appartenga allo 5, e sia parziale interse^one delle superficie 
^'=:o, Fi* :^ 0, il teorema trovasi al $ 8 della cl^ssic4 Memoria di Nöther nd 
^hmatiscbe Annaien, Bd. 8. La dimostrazione di Nöther, basata sulU rappresenta- 
tone monoidale ddla C, è svolta solo per le aggiunte di ordine «, + "a — 4» ^a» 
«me Nöther stesso osserva altrove, essa può ripetersi per qualunque valore ddl*ordine. 

***) La condizione che la curva non abbia punti multipli è necessaria. Si pensi ad 
o. alla C< co.i un punto doppio intersezione di due quadriche dello 5j , che si toc- 
cwo in qud punto. 

MmL Ckt. UmUw$. FëUrtM, t. XVII (190)). — Sumpato il 17 fcbbnjo 190}. xx 
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Cna .Vf, :rr:ancâme^ J^^ä» it if,^ muitioU, d amfieta intersezione 
(A r — '*% ::oeraiOerìc:€ ^ marmde^ 



^ ir 




7. Rimnutuiö alle ine asme C, C ii t 'ifuLJhilî , prnre & ponti mul- 
fi^i> die xsniicxiMt cofSOCiŒKOoo k compicci mtersenonc (Er — i ô>^rsu- 
j^erfìcie f ^' = o , , , , , /^III;" = o, cSrâmn wl, td \ loro ordmi />, />' i 
Uvf^ Jfeneri, J xl narocro dei pond fi nrnrno sppog^o. 

P;icdanM> cedere a xi2 Ì mtio che se ^ > o isxsuma Ipe r su p etfi de d'or- 
rßne ^ «, — r — i aggramc ;i C, ma sm passanti per C. lofatd le 
i^py^effKÌt Jtordint ^n^—r — i s^ano sopra C xssol serie noo ^)edale 
JT,/-»*^ f^^ Î» *)1 ^ P«'^ qnefle Èra esse die passano per C soddisEmo 
jf più ^X + ^ — ' coodiziooi; mentre qnefle che cootex^ooo C-f- C' 

!lòd*<rf^wk> a / (0 =^ + / + *— n^l ^'^)| condizkmi [n** 3, 
f)P Qpe^atómo nomerò di condizioai se p > o è certo maggiore di 
^ -|- ^ — j e quindi è vero quanto si è asserito *). 

tJhWe^hterìZà di ipersuperficie di ordine zl^i — ^ — ^ contenenti 
C^ e fìfm C %tgvte poi l'esbtenza di ipersuperficie di ordine madore 
iriddiufacenti alle »tesse condizioni. 

8. la jacobiana delle r — i ipersuperficie F, = o, . . . , F^_^ = o 
# dì Aite ipcrpiani, che è una ipersuperficie d'ordine ^n^ — '^ + i> 
paft^ pei ^ punti comuni z C e C t fuori di questi taglia C nei punti 
<IÌ tontattr; di (jiicllc sue tangenti che si appoggiano allo 5^_^ intersezione 
dei dfjc dati ipcrpiani ; i quali punti di contatto costituiscono il gruppo 
jacobkno della serie lineare 00' segnata dagli iperpiani passanti pel sud- 
detU) S, , ♦*). 

•; UlMiItrt (Il pKi che per la curva O passano almeno 00P-* aggiunte di ordine 
**) 1 metodi esposti dal prof. Enriques nella Nota, Intorno ai fondamenti della 
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La serie lineare segnata su C, fuori dei 8 punti nominati, dalle i- 
persuperficie d'ordine X ^i — r -j- i passanti per essi è completa *), 
e inoltre contiene il gruppo jacobiano precedentemente costruito, e perciò 
non è altro che la serie jacohiana della g""^ costituita dalle sezioni iper- 
piane di C. 

Se/)>i esistono, come si è visto, ipersuperficie d'ordine ^n^ — r — i 
aggiunte a C e non contenenti la C stessa, sicché tutte le ipersuperficie 
dell'ordine suddetto aggiunte a C, segano su C una g^. ^ completa; e 
poiché ogni gruppo di questa serie aumentato di due sezioni iperpiane 



(tomitria sopra le superficie algebriche (Atti della R. Acc di Torino t, 37, i^oi), si 
possono anche usare per stabilire molto semplicemente le proposizioni fondamentali di 
geometria sopra una curva. Una trattazione di questa natura è stata già oggetto di 
un corso tenuto dal prof. Enriques stesso alPUniversità di Bologna (v. il Bollet' 
tino di bibliografia del Loria, 1899, pag. 76). 

Si am netta stabiliu Tunicità della serie completa a cui una data serie appartiene, 
come al n^ 3 dei Fondamenti^ e la definizione di somma e differenza di due serie, come 
ai n' 6, 7. Si chiamerà gruppo jacobiano di una serie lineare 00' il gruppo dei suoi 
punti doppL Come al n^ 13 si dimostrerà che i gruppi jacobiani delle g^ appartenenti 
a una data serie stanno in una stessa serie lineare completa, che si chiamerà la serie 
jacohiana della data. Osservando che in una g* dotata di un punto fisso (p. e. nella 
f' segnata sopra una curva piana da un fasdo di rette avente il centro in un punto 
semplice della curva) questo conu due volte nel gruppo jacobiano della serie, si giun- 
gerà a dimostrare che : 

\(G + K)j\ = \Gj+2K\, 

ove IGi indica la sene completa individuata dal gruppo G, e 1 G .- 1 la serie jacohiana 
di IGI. Dalla precedente si trarrà: 

\Gj + 2K\z=z\Kj + 2G\ 
e quindi: 

(I) IGy— 2GI = |/ry— 2^-1. 

La sene I Gy — 2 G I , indipendente dalla serie di partenza IGi, si dirà la serie 
cronica. Dicendo v il n° dei punti doppi di I G I , che sia di ordine «, e v' il n° dei 
punti doppi ài \K\, che sia di ordine »', la (i) dà: v — inzzi^f — 2 «', sicché il 
numero ^ = — v — «-f-i è un carattere della curva invariante per trasformazioni 
biranonali : il genere. L'ordine della serie canonica sarà eguale a 2p — 2. Come al 
n 24 dei Fondamenti si dimostrerà che la serie canonica vien segata sopra una curva 
piana d'ordine m da tutte le aggiunte d'ordine w — 3. Cosi si troverà il significato di 
^ per le curve piane, e si dimostrerà che la dimensione della serie canonica è ^ — i. 
Ecc., ecc. 

*) Perchè fra i suoi gruppi vi sono quelli segnati da ipersuperficie di ordine 
2Ji — '' + * passanti per C « non per C, 
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di C dà un gruppo della serie jacobiana sopra considerata, la g^^^ non 
sarà altro che la serie canonica completa, ossia sarà di ilimensiaBe 
p-i •). 

9. Siccome per le ipersuperfide d'ordine ^n^ — r — i il passage 
gio per C + C' equivale a/)-f-p' + ^ — ^ condizioni e per quelle 
passanti per C il passaggio per C equivale a p' condizioni **), sa- 
ranno /> -f- ^ — I le condizioni alle quali soddisfano le ipersuperficie d'or- 
dine 2! ^1 — ^ — I obbligate al passaggio per C; donde segue che le 
ipersuperficie dell'ordine suddetto segano su C una g^^l!^, ossia una 
serie completa non spedale. 

Inoltre essendo 

la postulazione di C + C' per le ipersuperfide d'ordine l^^n^ — r 
[n® 3, i)j, la postulazione di C per le stesse ipersuperfide sarà : 

ml — p+i, 
giacché le ipersuperficie d'ordine i X X '^i — ^ passanti per C segano su 
C una serie completa non speciale ^^fj'lj"''. 

10. Nell'enundare i resultad ottenuti giova distinguere il caso in 
cui C manca, dal caso opposto. 

a) « Sopra la curva C" irridudbile, priva di punti multipli, inter- 
« sezione completa di r — i ipersuperficie di ordini «, , . . . , n^_^ , ap- 
ex partcnenti allo 5^, le ipersuperficie di ordine /^X^i — ^ s^ano 
« scric complete non speciali, sicché la postulazione di C per esse è e- 
« sprcssa da mi — /> + i ; le ipersuperfide d'ordine X ^i — ^ — ^ ^^ 
« gano la serie canonica completa, e quelle di ordine minore serie spe- 
« dali complete ». 



•) Se /> = I esistono ancora ipersuperfide d'ordine J" », — r — i passanti per 
O e non per C, ed esse non tagliano C fuori dei S punti comuni a C e C. Sicché 
le ipersuperfide di qucll*ordìne passanti per O soddisfano ad una condizione col pas- 
saggio per C 

••) Ciò risulta dal n*^ precedente se ^ !^ i. Se poi /' = o sarà 

e quindi ogm ipersuperfide di ordine ^ »x -- r — i passante per C conterrà O. 
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h) « Sopra la curva CJ dello S^ irriducibile e priva di punti mul- 
«ripli, per la quale passano r — i ipersuperficie di ordini «^ , . . . , w^_^, 
«che si secano ulteriormente in una curva C^, pure irriducibile e priva 

I di punti multipli, le ipersuperficie di ordine / ^ X ^i — ^ — ^ ^* 
cgano serie complete non spedali, sicché la postulazione di C per esse 
«è espressa da m/ — j> + i ; e (se /> > i) la serie canonica di C è 
« segata dalle ipersuperficie aggiunte di ordine ^n^ — r — i » *). 

s 4. 

Restsatz per le superfide di un iperspazio. 

II. Le due superficie ^, +' irriducibili, prive di linee multipU, costi- 
tuisano la completa intersezione di r — 2 ipersuperficie dello S^ . Chia- 
meremo ipersuperficie subaggiunte a ^ quelle che passano per y. 

Ogni suhaggiunia a if che passi per una curva di un sistema lineare 
\C\ esistente sopra ^, fa parte di un sistema lineare di subaggiunte il quale 
st^na \C\. 

La dimostrazione del teorema si fa per via perfettamente analoga 
a quella sanità nel caso delle curve. Si suppone cioè dapprima che il 
àstema oo^'|C| sia privo di curve fisse, e quindi che si possa segare con 
un sistema oó' di ipersuperficie in guisa che una generica di queste, tagli 
la superficie composta 4* + 4*' ì^ ^^^ curw2i priva di componenti multiple, 
e cosi d si pone nelle condizioni in cui è applicabile la proposizione re- 
lativa alla rappresentabilità di una forma per combinazione lineare di altre. 
Stabilito il teorema pei sistemi privi di curve fisse, si estende subito an- 
che a quelli che ne posseggono (semplici o multiple). 

Dal teorema precedente si deduce che : 

Tutte le ipersuperficie di un dato ordine subaggiunte a ^ e passanti 



'*) Ndla Nota del prof. Castelnuovo, Sui multipli di una serie limare... (Ren- 
diconti di Palermo, t. VII) trovasi dimostrato che la postulazione di Cj*, irriducibile 
e priva di punti multipli, per le ipersuperficie di ordine /^m — 2 è precisamente Im — p-^-i. 
Questo rìsulcato mentre è assai utile nelle questioni in cui la C vien definita solo me- 
<ü^te l'ordine e il genere, non differenzia tra loro le varie classi di curve che hanno 
^ stesso ordine e lo stesso genere. Sicché, quando C sia maggiormente definita, il li- 
^ ^fii — r «^ I dato nel testo, riesdrà generalmente inferiore a quello di Ok- 

STttNüOVO. 
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per dati punii di ^ (in «° finito o infinito) segnano su essa un sistema li- 
neare completo *). 

Si possono anche enunciare i corollari analoghi a quelli già enun- 
ciati per le curve al n** 6. 

s 5. 

Caso in cui la completa intersezione di r — 2 
ipersuperficie dello 5, non si spezza. 

12. La superficie ^ dello 5^, irriducibile e priva di punti multipli, 
sia completa intersezione di r — 2 ipersuperficie di ordmi ii^, »^, . . . , n^_^. 

Poiché sulla ^ le ipersuperficie d'ordine ^n^ — r segano un si- 
stema lineare di curve che stacca su ciascuna sezione iperpiana di 4» la 
serie canonica completa [n° io, 0)], la ^ sarà una superficie regolare **). 
Il sistema lineare suddetto sarà il sistema aggiunto \C*\ al sistema \C\ 
delle sezioni iperpiane di 4», appunto perchè le ipersuperficie di un or- 
dine dato qualunque segano su ^ un sistema lineare completo (n^ 11). 
n sbtema \C' — C\ non sarà altro che il sistema lineare segato da tutte 
le ipersuperficie d'ordine ^n^ — r — i, e siccome questo sistema non 
ha punti base su 4^ si conclude che la superficie stessa è priva di curve 
eccezionali ***). Inoltre il sistema canonico di ^ sarà precisamente |C* — C\. 

1 3. Sulla curva comune a 4> e ad una ipersuperficie d'ordine ^1«, — ^> 
la quale curva è completa intersezione di r — i ipersuperficie di ordini 
w, , . . ., «,.,, X'^— ^ ^^ ipersuperficie d'ordine (X'^i+X'», — r)—r—i 
segano la serie canonica completa, sicché il sistema segato su 4^ da tutte 



^) Goè non contenuto in un sistema più ampio di curve delio stesso ordine con 
fftt ttcssi punti punti base assegnati. 

••) Cfr. Castblnuovo, Alcune proprietà fondamentali dei sistemi lineari di curve 

Irna'iu/i sopra una superficie algebrica (Annali di Matematica, (2), L 25, 1897; n° 28). 

S'intende che Taffcrmaiione del testo cade quando ^ «1 — r ^ o, il che può 

Avvenire soltanto se r = 4i «, = n, = 2. In tal caso però si ha una superficie che 

•^ M «Mere razionale, e quindi regolare. 

^*^) Questa conclusione non è lecita allora e solo allora che ^n^ — r = o, ossia 
mkMfchè »i tratta della superficie di Segrb. In tal caso e£fettìvamente si hanno su ^ 
*••"• curve cccciìonaU. 
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le ipersuperficie d'ordine 2^«, — ir — i è il secondo aggiunto |C"| 
di |C|. In generale si vede che il sistema completo segato su ^ da tutte 
le ipersuperficie d'ordme i^n^ — ir — i + i è lo i-tsimo aggiunto 
\C*\ di |C|. Da dò segue che il sistema i-canonico |C** — C\ è segato su 
♦ da tutte le ipersuperficie di ordine i(X,n^ — r — i). Il valore dello »-genere 
P,{i\2) si otterrà facendo l^i{^n^ — r — i) nella formola che dà i (l) 
al n° 4, fl). Ricordando l'espressione di Û, ivi notata, avremo : 

i'. = ^- + ^^^(û-0 + i0^2)*). 

La formola di postulazione medesima, che dà x(0 P^^ ^^X'^i — ^> 
ci dice che i sistemi completi segati sulla ^ dalle ipersuperficie d'ordine 

I \ X ''i — ^y ^^ regolari. 

Infine dal &tto che ^ è priva di curve eccezionali (tranne il caso 
(H r = 4, «^ = n^ = 2), si deduce che il suo genere lineare coincide 
con Tinvariante relativo Û. 

Riassumendo : 

La superficie ^ dello S^ , priva di punti multipli e completa interse- 
{im di r — 2 ipersuperficie di ordini «, , . . . , n^_^ , t una superficie re- 
ioìare e priva di curve uce:^ionali (se si esclude il caso r = 4, n, = n, = 2). 

II sistema i-canonico (i ^ i) vien segato su essa da tutte le ipersuperficie 
d'ordine i{^n^ — r — i\ e le ipersuperficie d^ ordine / ^ X^i — ^ ^^' 
ym sistemi regolari completi^ in guisa che la postulazione di ^ per esse 
^ espressa da 

^) py f . denotando rispettivamente V ordine, il genere della sc^^ione iperpiana 
e i genere aritmetico di 4>. 

14. Un'osservazione utile pel seguito è che tutte le ipersuperficie di 
un dato ordine passanti per 4>, danno come sezioni sopra un iperpiano 
generico tutte le M^_, dello stesso ordine passanti per la sezione di ^ con 



^La quale si poteva anche dedurre direttamente dalla regolarità di <1>. Vedi le for- 
cole al n** 20 della Memoria di CASTELNUOVO-ENRiauES, Sopra alcunt questioni fondamen- 
ti ivlla teoria delle superficie algebriche [Annali di Matematica, (3), t. 6, 1901). La formola 
cbe di p. cade ìjj difetto soltanto per r = 4, », = «^ = 2(P. = o, O = 5, P^ = o); per 
'^=4,ii,= 2, ii,= 3(P.= P,=n=i); per r=s. «,= «,=«,= 2 (P.=n=Pi=i). 
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queiripcrpiano. Questo £itto quando ^ è irreducibile si potrebbe deriva 
dalle conskieraziom precedenti ; ma è utile stabilirlo direttamente 
dendo dalla irredudbiliti di 4> e supponendo solo ch'essa sia d ' A' 
parti multiple, tanto più che il ragionameato seguente si potrà estender ^ 
subito anche alle varieti superiori. 

Siano dunque F.(x,x. ... x,) =r o, ..., F,^(x^ . . . x^) = o, le 

equazioni delle r — 2 ipersuperficie che s'intersecano nella <b />: 

.... ,. ^ . • ^ V^rpuno 

jc^ = o sa genenco m guisa che ugh 4^ m una curva C priva di parti 
multiple, le cui equazioni saranno : 

F,(ox, . . , X,) = o, . . . , F,_,(ox, . . . x^) — o . 
Se F(x^ . . . xj = o è una ipersuperficie dello S, passante per C 
ma non contenente fiperpiano x^ = o, la sua sezione con x = o * 
sera pure per C e quindi sarà *) : <> r 

F(ox, ... x;)=AXx,...x;)FXox^...x;)^ — 

donde : 

F(x^x, . . . xj = ^,(x, . . . xJF,(x^x. . . . x^) 4. . , . 



ossa: 



La forma F — x^H non può essere né identicamente nulla né divi- 
sibile per x^ , appunto per l'ipotesi che F non contenga il fattore x . Per- 
ciò l'equazione F(x^ . . . xj — x^if(x^ . . . x^) = o rappresenta una iper- 
superficie passante per e che dà per sezione su x^=:o la F(ox ... x Wo* 
sicché é dimostrato l'asserto. 

§ 6. 

Costruzione, mediante le subaggiunte, del sistema canonico e 
dei sistemi aggiunti ai multipli successivi del sistema co- 
stituito dalle sezioni iperpiane di una superficie irriducibile, 
priva di punti multipli o dotata di soli pimti doppi im- 
propri. — Sistemi completi regolari. — Postulazione. 

15. Siano <]; e +' le due parti irriducibili m cui si spezza la super- 
ficie ^ di cui parlammo al n° 4 b), e supponiamo dapprima che se an- 



^) Rappr$s€nta\Ume di una forma qualunque, etc. 
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che la dimensione dello spazio ambiente è uguale a 4, le due parti sud- 
dette siano prive di punti multipli *). 

In tutto il seguito \C\ indicherà il sistema delle sezioni iperpiane 
di ^, IQl il sistema di ^ con tutte le ipersuperficie di ordine /; r^, m^, 
fi la dimensione, il grado, e il genere rispettivi di questo sistema. No- 
toriamente si ha: 

/ m^ = mi* 

In relazione a ^' si useranno notazioni analoghe dotate di apici. 

16. & / ^ ^ n, — r — I il sistema |Cj| t regolare **). 
Anzitutto giacché le curve canoniche , se esistono, sono al più di 

ordine 2/) — 2 — m = m(2[», — ^ — — ^> '^ sistema |CJ sarà 
noa speciale. Se / è abbastanza grande (^p-) il sistema completo \IC\ 
è regolare ***) e quindi lo è |C,|, che è contenuto totaknente in 1/C|. 
Se il limite [i non è inferiore a ^n^ — r, poiché |C,| Q^rì ^^S^ ^^ 
una generica C una serie completa non speciale [n** io b)], sarà r co- 
lare anche il sistema completo \IC — C| = |(/ — i)C| ****), e quindi il 
sistema (forse parmle) |C|_J. 

17. Dicendo \ la deficienza (^o) del sistema |C,| (/^X ^i — ^"" ^) 
avremo dunque pel teorema di Riemann-Roch : 

r, = m,— /), + ?. + 1— A,, 
ossia: 

(i) r, = m('+')-/(/,-i) + P.-A,. 

In particolare per / = ^ n, — r, ^ w, — r — i, tenendo presenti 



*) Con dò, se siamo nello S^ , non veniamo per ora a studiare il modello pro- 
Jfttivo più generale dell'ente algebrico 00* . 

**) Un sistema parziale dicesi regolare se tale è il sistema completo che lo con- 
tiene totalmente. 

•^ Castelnuovo, Alcune proprietà fondamentali dei sistemi lineari di curve 
^^iaii sopra una superficie algebrica. [Annali di Matematica (2), t 25; n° 43]. 

••••) Castelnuovo, Alcune proprietà, etc, n® 39. 

Mmi, Gre, MéUm. PmUrmo, t. XVII (190)). — Sumptto il 18 febbnjo 190}. la 
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le relazioni al il^ 4 b) si hanno le fonnole : 

( r^n,^_, = P^ + TU - I - A2^^_^_, . 

Poiché, come già si è osservato, se / ^ ^ n, — ^ r le C, segano su 
una generica C una g^l"^ non speciale, ve ne saranno 00'''"*'"*"^* pas- 
santi per C: queste costituiranno un sistema che certo conterrà |C|__J, e 

dunque : 

r, — r,^, = w/ — /) + I + \Çk^ ^ o) . 

Questa, grazie alla (i), dà : 

(3) A^. = A, + X,(/^Z«.-r). 

18. Siccome sopra la curva Cj, segnata su ^ da una ipersuperficie 
d'ordine i(^i), le ipersuperficie d'ordine X^i"l~^ — ^ — ^ passanti 
per la sezione di ^* con la stessa ipersuperficie, segano la serie cano- 
nica [n** IO, b)] sì può dire che: 

Se esistono ipersuperficie d'ordine ^n, — r — i + Jfc(Âr ^ i) su- 
baggiunte a ^ e non passanti per ^, esse segano sopra ^ fuori della curva 
D comune a ^ e ^ il sistema completo aggiunto al sistema delle sezioni 
di i( con ipersuperficie d'ordine k. 

Inoltre : 

Se esistono ipersuperficie d'ordine X ^i — ^ — ^ subaggiunte a ^, 
ma non passanti per ^, il sistema di tutte le subaggiunte di quell'ordine 
sega su ^, fuori della D e delle curve eccezionali, il sistema canonico 
completo. 

Ma a priori non è lecito concludere che se esiste il sistema |CJ| 
aggiunto a | C J questo possa segarsi con ipersuperficie d* ordine 
^n, — r — i -{- k subaggiunte a i^, inquantochè potrebbero non esi- 
stere subaggiunte di quest'ordine non passanti per ^. Analogamente dal- 
l'esistenza del sistema canonico, ossia dall'essere il genere geometrico 
P > o, non si può senT^'altro dedurre che esso possa segarsi con su- 
baggiunte di ordine X ^1 — ^ — ^* Le considerazioni successive pro- 
veranno appunto che queste conclusioni son lecite. 

19. Supposto che esistano subaggiunte di ordine / non contenenti 
^ (e quest'ipotesi è evidentemente lecita per / abbastanza grande) s'in- 
dicherà con \HJi il sistema da esse segato su if fuori di D. 
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Sia /(^ ^«, — ^ + i) cosi grande che esista il sistema |i/^|. Fra 
le AfJ_j per ^' ve ne sono ( ) — r\ — i indipendenti (si sot- 

tintenda linearmente) e fra quelle che oltre a passare per ^' contengono 

. . . // — I 4- r\ , . ,. 

un iperpiano generico / ve ne sono I ' 1 -^ ^i_, — i mdipen- 

denti; sicché le AfJ_j per ^ segano su / un sistema di dimensione 

il quale è costituito da Af/_^ per C, sezione di ^' con /. Queste Af^_^ se- 
gano su C (sezione di ^ con lo stesso iperpiano) una g^j^^ non spe- 
dile [appunto per Tipotesi l^^n^ — (r — i)]> e quindi di dimensione 
ml — p — S — X (ove x^o è la deficienza). Sicché vi sarà un sistema 
di dimensione 

i^'li~')-i-ifn'l-p'-\-i+V,-\-ml-p-i-x^i) 
costituito da quelle, fra le M[_^ suddette, che passano per la curva com- 
posta C-f- C'. 

D sistema ora definito è contenuto nel sistema di tutte le Ml_^ per 
C -|- C ; avremo provato che coincide con questo sfistema quando a- 
vremo fatto vedere che il sistema delle M'_, per ^' -j- C sega su / il 
sistema di tutte le Af'^^ per C-j- C. Ora cosi eficttivamente accade, per- 
chè il sistema delle Af'_, per ^' -^ C contiene quello delle M'_, per 
i-f 'l'', e come si é già osservato (v. al n** 14) quest'ultimo sega su / 
tutte le Ml_, per C + C. 

Dal n° 3 b) si trae che il sistema di tutte le M|_, per C -{- C è 

di dimensione 0'^^^\-^i—[(m'\-my—(p+p' + ^—i)+i], 
e dunque sarà : 

= (^ + ^0i-(P + />' + ^-O+i •) 



*) Se pur esistendo Mj_, per ^' non esistono Af J_, per 4'' + i ^^^ potranno 
öisterc Af[_j per O -j- C (n® 14) e allora i due membri di questa relazione saranno 

entrambi uguali ad ■ ' ^ 1 . Dunque il resultato sussiste anche in questo 



caso. 
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20. Supponiamo sempre ^(^2) cosi grande che esistano ipersu- 
perficie d^òrdine / = X^i — ^ — i + i passanti per ^' e non per ^. 

Giacché, come risulta dal n° precedente, delle Af/_, per ^'-\-C ve 
ne sono 

indipendenti, e inoltre ve ne sono 

{^'^')-[(.'n-\-m'){^-^')-l(p^p'-\.^-2)-\-P,^F,+^+i'j 

pure indipendenti e passanti per + + 4*' [^** 4 ^)] > avremo che le sud- 
dette M '_, per ^' + C s^ano su ^ un sistema lineare di dimensione 

Ricordando le formole dei n* 4 i), 15, 17, quest'ultima espressione di- 
viene 

Questo numero esprime la dimensione del sistema (i/j — C| , e â 
ridurrebbe a — i quando questo sistema mancasse. Siccome 

\H,\ = \(kcy\ = \c' + (k-i)c\, 

se esbte \C*\ il sistema |//,| conterrà certo C (perchè * ^ 2) e il si- 
stema residuo |i/, — C\ sarà uguale al sistema completo |C*+(Jt — 2)C| 
che è precisamente il sistema aggiunto a |Cj_J. Avremo dunque: 

(0 r<t,=P, + P^,-i+^l,. 

ove il simbolo rj^, indica la dimensione del sistema completo aggiunto 

a IQ_.|. 

La postulazione di Y P^^ le ipersuperficie d'ordine / — i è espressa 
da (n" 17) : 

rL.+ i = «'(^)-(/-i)0.'-i) + P.'-AU + i. 
e la postulazione di vp -{- +' da [n° 4, b)] : 

X(/-i) = (m+m')( ^ )-(/-i)0.+/>'+S-2)+P.+P:+ir+i; 

sicché: 

X('-i)-rL.-i =]>»_. + P. + AL. = rli. + i. 
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Ne viene che sarà 

X(/-i) = rL. + i 

allora e solo allora che r^tì., = — i> ossia che non esiste |Cj_,|. 

Dairesistenza del sistema |C*_J e di ipersuperficie di ordine 
^n^ — r — i + *(^^2) passanti per ^' e non per ^ si deduce 
dunque resistenza di ipersuperficie di ordine ^n^ — r — i 4"(^ — ^) 
passanti per ^' e non per ^. 

Se esiste |C*| esisteranno i sistemi |C*| , |C*| , . . . , e siccome per k 
abbastanza grande esistono certo ipersuperficie d'ordine /=X"x — ^ — ^4"* 
passanti per ^' e non per ^^ potremo per quanto precede affermare l'e- 
àstenza di ipersuperficie di ordine / — i passanti per Y ^ ^^^n per 4*, 
e quindi anche di ipersuperficie di ordine / — 2, ecc. (fino all'ordine 

I»i - ^ — I + 0- 
Concludendo : 

Se esiste il sistema aggiunto a quello delle se^^ioni di ^ con ipersu- 

pcrßcte d'ordine k(^ i), esso può segarsi con ipersuperficie di ordine 

X«| — r — I + JÎJ passanti per ^'. 

21. Supponiamo che il genere geometrico P della ^ sia positivo. 
Allora esisterà |C*| e quindi esisteranno ipersuperficie d'ordine /=X^i — ^ 
passaati per ^' e non per ^. Ragionando come al n° precedente con 
raiuto delle formole del n° 4 i) e delle (2) del n° 17 e profittando inol- 
tre della proposizione dimostrata al n** 14, si vedrà che le ipersuperficie 
d'ordine ^«^ — r passanti per ^' e per una sezione iperpiana generica 
C di ^, segano su questa superficie un sistema di dimensione 

Giacché (n** 17) la postulazione di ^' per le ipersuperficie di ordine 
2.«, — r — I è espressa da 

e la postulazione di <j» -|- <!»' da [n" 4, b)] 

x(Z«.-''-i) = P. + P.' + ^, 

sarà 

X(Z«. - r - i) - r^,_,_, - I = P. + A^._,_, . 
Ora il numero P^ + A^ _^_^ — i esprime la dimensione del si- 
\C* — C| e si riduce a — i allora e solo allora che questo si- 
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Stema manchi. Dunque : 

Ne segue che sarà 

X(Z«. - r - i) = r^^.,_, + I 

allora e solo allora che P^ = o. 

Possiamo dunque dire che : 

Se P- > o esistono ipersuperficie d'ordine ^n^ — r — i passanti per 
^' e non per ^; e viceversa. 

22. Dimostriamo ora che le ipersuperficie di ordine X ^i — ^ — ' 
segano sopra la curva D gruppi canonici. 

Si può infatti scegliere k cosi elevato che esistano ipersuperficie d'or- 
dine k per ^' e non per ^^ e quindi anche subaggiunte di ordine su- 
periore non passanti per ^. Se diciamo E la sezione di ^ con una su- 
baggiunta d'ordine ür, fuori della D, avremo che: 

\E-\-D\ = \kC\, 
e quindi: 

|(£+£>)-| = |(*C)'|, 

la quale ci dice che il sistema \{E -}- Dy\ è segato su <^, fuori di D, 
da tutte le subaggiunte di ordine ^ w, — r — i -f- *• Si osservi an- 

cora che dall'essere 

|(Z: + D)'| = |£+£>'|, 

segue che se una curva addizionata alla £ dà una curva (^E-^-D)*, essa 
è una D*. Pcrciù appunto le sezioni di ^ con ipersuperficie di ordine 
^n^ — r — I son curve D^, le quali, essendo la curva D priva di 
punti multipli, segano su D gruppi canonici *). 

23. Supponiamo P > o. Allora ci saranno ipersuperficie d'ordine 
^ Wj — r — I passanti per D e non per ^ (poiché ce ne sono di quelle 
per ^' e non per ^), e segheranno sopra ^ (fuori di D) un siste- 
ma che, contenendo totabiente il sistema |C* — C[, coincide con 

questo. Siccome per D passano 00^ ^ ipersuperficie di ordine 

/ = ^«j — r — I, ove e è la deficienza della serie canonica s^ata 
su D dalle Af J_, , e queste Ai^_, per D segano sopra ^ un sistema 



•) Enriques, Intorno ai fondamenti^ etc., n° 18. 
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00 V*, ve ne saranno oo^ ' ^ ' passanti per ^. Se il genere geo- 

metrico P^ di ^', è maggiore di zero, le M|_, per ^ segneranno su 
^' il sistema |C'" — C'\ di dimensione P' — i, sicché ve ne saranno 

(' I — (w — ^ + -^^4" P'g) indipendenti e passanti per ^ 4" ^'• 
Sarà perciò : 

donde : 

(I) s = (p, - pj + (p; - pj) = A^.^_,_. + d^^_. . 

È facile vedere che quest'ultima relazione vale ancorché uno o en- 
trambi i generi P , P' sian nulli. 

Se P — o le ipersuperficie d'ordine ^ «, — r — i per D passano 
di coQseguenza per ^, perché se ce ne fosse una per D e non per ^ 
essa segnerebbe su ^ una curva (d'ordine ^ o) che insieme ad una C 
staccherebbe sopra ogni altra C gruppi canonici, e quindi esisterebbe 
|C'| e \C* — C . In tal caso dunque 

donde in virtù delle (2) del n** 17: 

Ma qualunque valore abbia P' la (i) del n** 21 ci dice che 

A^ = F — P' 

c quindi verrà : 

* = (o-pj+(p;-o 

24. Poiché per *^[a, ove p. é un conveniente limite, il sistema 
\C['\ ha la dimensione PJ + />i — i *), ne viene in virtù della (i) n® 20, 
che per / ^ ^ «j — r — i -f- f^ si ha A, = o e quindi : 



r, = fn{^'\')-l(p-0-\-P,. 



La postuìàxione di ^ per le ipersuperficie di ordine l^^n^ — r — i+H- 
* ^«njii« esprissa da ; 



m 



('+-)_,(p_0 + P.+ 



•) Castblnuovo, Alcune proprietày etc, n** 41. 
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25. Le ipersuperficie d'ordine / = X'^i — ^ — ^+*(^^^) ^^ 
gano su D una gj^ non speciale (n** 22) e quindi esse soddisfano ad 
l^ — 7c — €, 4" Ï condizioni col passaggio per D, supposto che e^ rap- 
presenti la deficienza della gj^ suddetta. Le ipersuperficie d'ordine / pas- 
santi per jD, se esiste il sistema |CJ|, segano su <];, fuori della D, un si- 
stema che contenendo totalmente |Q| coincide con questo. Sicché esse 
soddisfano ad Tj** -f ^ condizioni col passaggio per ^. Se esiste il si- 
stema |Cj*| le ipersuperficie d'ordine / per ^ lo staccano su ^\ fuori 
della Dy e quindi esse soddisfano ad r'J^"^ -f ^ condizioni col passaggio 
per ^'. Complessivamente le ipersuperficie d'ordine / soddisfano ad 
/S — TÇ — e^ -|_ I -|-. /'^^•ï -|- I -|- r'I^*^ -|- I condizioni col passaggio per 

^^ 4" 4''- E quindi: 

Profittando delle formole del n*^ 4 fc) e ricordando che (n** 20) : 

r;'"+i = p: + p; + A„ 

la precedente relazione porge 

È facile verificare che questa vale anche se uno o entrambi i sistemi 
IQI, |CJ*| mancano. Si può dire che: 

La deficienza della serie segala sulla curva D dalle ipersuperficie di 
ordine l^^n^ — r — i t uguale alla somma delle deficiente dei sistemi 
che le stesse ipersuperficie segano su i( e su ^'. 

H caso / = X "i — ^ — ^ incluso nell'enunciato era stato consi- 
derato al n** 23. 

Se e, = o sarà A, = Aj = o ; e viceversa. Siccome le ipersuperficie 
di ordine / ^ ^ — 2 segano su D serie complete non spedali (Castel- 
nuovo) sarà A, = Aj = o per / ^ S — 2. 

La (i) del n** 23 ci dice che se e = o le due superficie ^ e ^' son 
regolari; e viceversa. Siccome per / ^ X^^i — '' — ^ ^^ ^ (e le A') 
van decrescendo [vedi la (3) del n** 17], nell'ipotesi della r^olarità di 
^ e \\ sarà A, = A| = o per / X X '^i — ^ — ï- 

Che se è regolare soltanto la ^' allora sarà A,=o per /^X^^i — ^ — 1> 
ma non sarà :^ero A^ _^_^ . 
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26. Riassumendo i resultati finora ottenuti in questo § potremo enun- 
ciare quanto segue : 

e Siano ^ e ^' due superficie irriducibili, prive di punti multipli, di 
« generi aritmetici P^ , P^ , di generi geometrici P , P' , le quali costi- 
I nascano insieme la completa intersezione di r — 2 ipersuperficie dello 
1 5,, degli ordini «, , . . . , n^^^r X 4). 

« Allora, se esiste il sistema aggiunto a quello delle sezioni di ^ con 

• tutte le ipersuperficie d'ordine jfe X i esistono ipersuperficie d'ordine 

• 21«, — r — i -{- k per ^' e non per ^, ed esse segano su ^, fuori 

• della curva D comune a 4^ ^ ^', il sistema aggiunto suddetto. Se inol- 
I tre P > o esistono ipersuperficie d'ordine ^ w, — r — i per ^' e non 

• per ^ ed esse segano su ^, fuori della D e delle curve eccezionali, 
t il sistema canonico. 

« Le ipersuperficie d'ordine ^ «, — r — i segano sulla D, che sia 

«di ordine Ä e genere w, una ^^_, canonica avente la deficienza 

« (P — P^) -{- (P' — Po) sicché la condizione necessaria e sufficiente 

«perchè ^ e ^' siano regolari è che la serie suddetta sia completa. Le 

t ipersuperficie d'ordine / > X '^i — ^ — ^ segano sulla D una serie 

« non spetiale la cui deficienza uguaglia la somma delle deficienze dei 

« sistemi segnati su i|^ e su 4^' dalle stesse ipersuperficie. Le ipersuperfi- 

« eie d'ordine / ^ X ^i — ^ — ^ segano su ^ e su Y sistemi r^olari 

« (paradali o no). 

« Se per un valore di k il sistema completo aggiunto al multiplo 
« secondo k del sistema costituito dalle sezioni iper piane di ^', è regolare, 

• oppure se le ipersuperficie di ordine ^n^ — r — i •-\-k segano su D 

• una serie completa (i quali fatti accadono certo per k abbastanza grande) 

• le ipersuperficie d'ordine l^^n^ — r — i+ik segano sulla ^ un 
^ sistema regolare completo, sicché la postulazione di ^ per esse sarà e- 
^ spressa da 



m 



{^'^^')-i(p-i)+p.-{-i> 



^ ove m, p rappresentano ordine e genere della sezione iperpiana di ^. 

« In particolare questa formola di postulazione vale per / ^ S — 2. 

« Se ^' è r^olare la precedente formola relativa alla ^^ è applicabile per 

« /^ ^n, — r — I, ma se ^' è irregolare il valore di / dal quale essa 

Rtai, Cére MaUm, P^Urmo, t. XVII (190)). — Stampato il 18 febbnijo 1903. 13 
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« è applicabile è cerco maggiore di ^n^ — r ~ i (né d'altro canto 
« supera S — 2) » *). 

27. Occupiamoci ora del caso in cui la dimensione dello spazio am- 
biente uguaglia il 4, e la superficie ^ possiede un certo numero d di 
punti doppi impropri. 

Conserveremo le notazioni del n° 4 i) e ricorderemo che se le due 
ipersuperficie di ordini w, , «^ , le quali s'intersecano nella superficie ^l'-H'', 
furon condotte genericamente per <|/, la superficie ^' avrà soltanto punti 
doppi impropri, coincidenti con quelli di ^. Inoltre ricorderemo che la 
curva D comune a ^ e ^' ha nei punti doppi suddetti dei punti qua- 
drupli (ordinari) **). 

Con \C\ s'indicherà al solito il sistema delle sezioni iperinane di <J/, 
con |Cj| il sistema delle sezioni di ^ con ipersuperficie d'ordine /; con 
Ol ^ti Pi ^ dimensione, il grado e il genere rispettivi di |CJ. Avremo: 

m, := mi* 



/>,=»«( 2 ) + ^(/'-0+»' 



Per ^' si useranno notazioni analoghe cogli apici. 
Come al n** i^ si dimostrerà che se / ^ », + », — 5 H sistema \Cj\ 
t regolare, dimodoché dettane A^ la deficienza si avrà: 

In particolare per / = «^ -|- n, — 4, «,-}-«, — 5, mediante le for*» 
mole del n"" 4 i) si avrà : 

'^-i-f-a-S = P« + TT — I — ^n.^n^^s + 2tÌ. 



^ Il ragionaménto riportato a pie* della pag. 32 della mia Memoria « Sulle in" 
ter sezioni, etc. » non è del tutto giusto, perchè dal fatto, che le ipersuperficie d'ordine 
l abbastanza grande (^m — 2) segano sopra una sezione iperpiana della superficie 
^'" (di cui nel testo) una serie completa non si può dedurre che esse segano su ^ 
un sistema completo. Il ragionamento stesso conduce dunque soltanto ad un limite 
superiore della postulazione. 

^ Cfré la nàa Meoioria» Sulle interseiioni, etc $ 9. 
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Avremo anche come al n" 17 (per / ^ «, + «, — ^ 4) 
r, — r^. = «/ — /) + I + \Çk, ^ o) 

V, = ^ + >,- 
Imitando il ragionamento dei n' i8, 19, 20, coll'ipocesi ch^ 
I = w, 4" '^a — y 4" ^ (* ^ ^) ^^ ^osl grande che esistano ipersuperficie 
di ordine / per ^' e non per ^, si arriverà alla formola: 

nelb quale rj^, indica la dimensione del sistema completo |Cj_J aggiunto 
a ICj^J. Ricordando poi [p° 4 b)] che 

X(i-i) = (m + m')(^)-(/-i)0> + /.' + ì-2) 

avremo : 

dalla quale si trae che se esiste il sistema aggiunto a [C^] (* ^ i) ^so 
fuò segarsi con ipersuperficie d'ordine », + ^a — 5 4" ^ subaggiufite a 4'- 
Come al n" 21 si stabilirà inoltre che: 

donde tenendo presente la 

segue che se -P^ > o esistono ipersuperficie d'ordine n, + n, — 5 /)er ^' e 
«0« /)er ^, e segano su ^ fuori di D e della curve eccezionali il sistema 
Canonico. 

28. Le ipersuperficie d'ordine «, + w, — 5 /'^^^^w/i pei punti doppi 
ifnpropri comuni a ^ e ^' segano su D, fuori dei punti suddetti, gruppi 
cinomi. 

Il ragionamento del n** 22 porta in tal caso all^ conclusione che il 
sistema lineare di curve segato su 4^ da tutte le Afj di ordine «, + », — 5> 
è contenuto totalmente nel sistema aggiunto al sistema completo |£>| in- 
dividuato dalla curva D in cui non siano assegnati punti base. Le curve 
smunte al sistema completo |DJ individuato dall^ curva P in cui siano 
assegnati come punti base di molteplicità virtuale Z i ^d punti doppi (a 
due a due coincidenti) che U D possiede nei punti doppi impropri di 
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^ *), si otterranno imponendo alle curve aggiunte a \D\ la condizione 
di passare pei punti base suddetti. Dunque le sezioni di ^ con Af ^ d'or- 
dine «, + «a — 5 passanti pei punti doppi di ^ son curve aggiunte al 
sistema completo |£>J, e siccome questo non ha certo punti base asse- 
gnati con molteplicità virtuale ( ^ 2) minore dell'effettiva, le sezioni di 
^ con le suddette M^ segheranno su D fuori dei punti base assonati 
gruppi canonici **). 

29. Dicendo 8(^0) la deficienza della serie canonica segata su D, 
fuori dei punti quadrupli, dalle Af"*"^"*""^ passanti per essi e dicendo 
d — "y) (^ ^ o) il numero delle condizioni indipendenti che impongono 
i d punti doppi di ^ alle Af "»^"»"^ obbligate a contenerli, avremo, ragio- 
nando come al n° 23: 

30. Dal fatto che il sistema |CJ^J ha la dimensione non inferiore 
a -Pl+/>i_i — ^ ***)> ^ ^^ ^^^ (ï) ^^1 ^^ ^7> si può dedurre che: 

Inoltre dal fatto che P^^^l, in virtù della (2) n** 27, si può de- 
durre che: 

e infine siccome per ^ ^ (/., (it. essendo un limite conveniente, il sistema 
IQlil h^ proprio la dimensione i^ +/>Li — ^> si può dire che : 

Dunque per i ^ «, + «, — 5 + K- ^' sistema |Q| ha una defi- 
cienza COSTANTE uguale a d, sicché la postula:^ione di ^ per le ipersuper- 



*) In ciascun punto doppio improprio P dì ^ coincidono due punti semplici della 
superfìcie stessa, doe con una trasformazione birazionale delia ^ si può far corrispon- 
dere all'intorno di P nella superfìcie ^, gli intomi di due punti semplici della super- 
ficie trasformata. Due dei quattro rami della D aventi Torigine in P, appartengono ad 
una delle due falde di ^ che hanno Torigine in P, e gli altri due all'altra. Con quesie 
considerazioni acquistano senso preciso i modi di dire usati nel testo. 

••) Cfr. Enriques, Intorno ai fondamenti, etc., n° 18. La conclusione sarebbe 
pur lecita se i D, I avesse punti base semplici (che noi non abbiamo assegnati). 

•••) Cfr. ad es. Castelnuovo, Alcune proprietà, etc; n° 18. 
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ficU di ordine i^«, + «a — 54"!^ * espressa da 

31. Le ipersuperficie d*ordine / = n, + «, — 5 + * (* ^ Passanti 
pei d punti quadrupli di D, segano su questa curva, fuori di essi, una 
iì9^ non speciale, di cui sia e^ la deficienza. Se sono d — yì, (^/^o) 
le condizioni indipendenti che presentano i punti quadrupli suddetti alle 
Mj obbligate a contenefli, sarà lì — ^d — tu — £/ + ^ — "^Jz + i ^ 
postulazione di D per le Ai] . Imitando il ragionamento del n° 25 si ar- 
merà alla relazione : 

Già si è visto (no 30) che per i ^ «, + «a ■" 5 + K'> ove (x è un 
intero tale che \C^\ è regolare, A,=d; analogamente per l^n^-^-n^s-^iL' 
ove \l' è tale che |C*,| è regolare, sarà Aj=d; sicché se l^n^-^-n^ — 5+v, 
ove V è il maggiore fra i due numeri (it., jjl', sarà e^ = n^ = o. Viceversa 
per /^ n,-f- ^a — 5 + ^> ove v è un intero tale che i punti doppi di 
V bpongano alle M j obbligate a contenerli d condizioni indipendenti, 
e la serie segata su D, fuori dei punti suddetti, dalle Mj passanti per 
essi sia completa, sarà A^ = A) = d. 

Se le due superficie ^j/ e 4*' son regolari la (2) n° 27 ci dirà che 

In tale ipotesi, siccome giusta la A^^ = ^i'h\(}^^i — ^2 — 4)> 
le A e le A' va decrescendo per { crescente da «, -j- «^ — 5 in poi, e 
d'altronde già si è visto (n° 30) che nessuna di esse può essere infe- 
riore a df sarà 

A, = A; = d(/^«, + n,-5). 

Che se fosse r^olare soltanto ^' sarebbe ^i^=d(l^n^'\-n^ — 5), 
n» certamente sarebbe Al^^«^«, > d. 

32. Riassumiamo i resultati ottenuti dal n° 27 in poi. 

« Per la superficie irriducibile ^ dello 5^ , dotata di d punti doppi 
« impropri, si conducano genericamente due M ^ di ordini w^, «^, le quali 
•s'intersechino ulteriormente in una superficie irriducibile ^'. Questa sarà 
< pure dotata di soli d punti doppi impropri coincidenti con quelli di ^ 
«e le due superficie ^^ e 4^' si taglieranno in una curva Z), d'ordine 
* \ genere 7?, la quale possiederà punti quadrupli (ordinari) nei punti 
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« doppi di ^ e v|;'. Siano P,, -?!> i generi aritmetici, P^, J^ i generi 
« geometrici di ^ e ^'. 

« Se esiste il sistema aggiunto a quello delle sezioni di ^ con iper- 
<( superficie d'ordine ^^ i esso é segabile con subaggiunte a 4^ di ordine 
« », -f- «^ — 5 -{- *, e se P^ > o le subaggiunte a <^ di ordine », + «, — 5 
« segano su essa, fuori della D e delle curve eccezionali, il sistema cano- 
« nico, 

Le Af j d'ordine », + ^a — 5 Pescanti pei punti quadrupli di D 
« segano sulla £>, fuori dei punti suddetti, gruppi canonici. La defi- 
« cienza della serie costituita da questi gruppi, aumentista del numero di 
« quelle condizioni imposte dai d punti quadrupli alle A<"»"*""*"* obbli- 
« gate a contenerli, che cono cons^uenza delle rimanenti, uguaglia 
« (P^ — /Ü + (^1 — P'Ji sicché la condizione necessaria e sufficiente 
<c affinchè ^ q^' sian regolari, à che i d punti quadrupli presentino con- 
ci dizioni indipendenti alle H^ di ordinç », -4* »a -^ 5 obbligate a conte- 
« nerli, e che quellle che passang per i punti suddetti sabino su D la 
ce serie canonica completa. 

« Le ipersuperficie d'ordine i ^ », + »a — 5 s^ano su vj» e 5U ^' 
« sistemi regolari (parziali o no). Dicendo A|, à] le deficiente rispettive 
« dei sistemi segati su ^ e su +' dalle Afj ^ », + », -^ 4)» d—r^i 
« il n"* delle condizioni indipendenti che i pund quadrupli della D im- 
« pongono alle Af j obbligate a contenerli, e^ la deficienza della serie non 
« speciale segata su D, fuori dei punti suddetti, dalle M J passanti per 
« essi, si ha la relazione : 

«, + >ii = (A,~to-f(A;-d). 

« Se per un certo valore di k il sistema completo aggiunto a quello 
« segnato su Y ^^U^ ipersuperficie d'ordine i, è regolare (il che accade 
« certo se Jt è abbastanza grande) il sistema segnato su ^ dalle Af ^ di 
« ordine i ^ », + ", — 5 + ^ ^^ ^^^ deficienza costante (mìnima) 
« uguale a d^ sicché la postulazione di ^ per le ipersuperficie di ordine 
«i^», + », — 5 + ^ ^ espressa da 



m 



{^'^/)-l(p-i) + P, + i-à, 



« ove m, p indicano ordine e genere della sezione iperpiana di ^, Questa 
4r formola di postulazione, relativa alla <{/, vale in particolare quando 
« f ^ = Tf), = o. Se ^' è regolare essa è certo applicabile per / ^ », + », — 5, 
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« ma se 4^' è irregolare il valore di I dal quale in su è applicabile su 
« pera n, + n, — 5 ». 

Osservazione. — Da quanto precede risulta che i punti doppi im- 
propri di una superficie ^ della 5^ mentre non influiscono sulla regola- 
nti del sbtema s^to sulla ^ dalle M^ di ordine abbastanza alto, influi- 
scono sulla completezza di esso sistema. 

Invece i punti doppi propri non influiscono sulla completezza. Cosi 
p. e., se consideriamo la ^^ completa intersezione di due quadriche, la 
quale è necessariamente priva di punti doppi impropri, e la supponiamo 
dotata di un punto doppio proprio proveniente da un contatto delle 
due quadriche, il sistema s^to su ^ dalle M^ di un ordine qualunque 
sarà completo (n° 11). 

Bologna, Novembre 1902. 

Francesco Severi. 



SULLE VARIETÀ «^ DELLE COPPIE DI PUNTI 
DI DUE CURVE DI UNA CURVA ALGEBRICA. 

Nota di M. de Franchis, in Messina. 



Aduiutnia del i8 gennajo 1903. 



Le superfìcie di cui ci occupiamo in questa Nota sono quelle i cui 
punti corrispondono alle coppie di punti di 2 curve algebriche o di 
una sola curva. 

Secondo che si hanno 2 curve distinte od una sola curva, si hanno 
superficie assolutamente distinte, di cui determino i caratteri invarianti. 
Per le superficie della i* categoria erano noti p , ed il numero dei 
differenziali totali di 1* specie linearmente indipendenti *). 

Per le superficie della 2* categoria, solo il caso in cui p = 2 
(p =1, /)^ = — I, p^'^ = i) è stato trattato a fondo dal sig. Humbert **) 
(superficie iperellittiche). 

Qui io mi limito alla ricerca degrinvarianti assoluti p , p^, p^'^ e 
degrinvarianti relativi /, w di tali superficie. Nello stesso tempo, do una 
formola che lega i numeri caratteristici di una curva (o sistema lineare) 
tracciata sopra le superficie della i* o della 2* categoria, formola che ha 
interessanti applicazioni nella teoria delle corrispondenze fira 2 curve ed 



•) Vedi Picard et Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux variables 
indépendantes, t. I (Paris, Gauthier-Villars). 

••) Humbert, Théorie des surfaces h y per elliptiques (Journal de Mathém., t. IX^). 
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in quella delle serie dì gruppi di punti su una curva. Di queste appli- 
canoni mi occuperò in una prossima Nota *). 

Si. 

Le superficie corrispondenti alle coppie di punti 
di a curve algebriche. 

I. Siano C, r due curve algebriche dei generi />, w. Sia F la su- 
perficie immagine delle coppie di punti di C, T cioè una superficie i cui 
punti corrispondono biunivocamente e 5en:^a eccezione alle coppie di punti 
delie curve C, r. Si può anche, volendo, considerare come superficie F, 
la varietà oo' delle coppie di punti delle curve C, F. 

Ad ogni punto di C (associato con tutti i possibili punti di F) viene 
su F a corrispondere una curva y birazionalmente identica a T e varia- 
bile (col punto corrispondente di C) in un fascio (y), il quale, come 
serie 00' di elementi (curve), è in corrispondenza biunivoca colla curva 
C. Analogamente, ai punti di T, corrispondono oo' curve e, biraaonal- 
mente identiche a C, formanti un fascio (e), il quale, come serie oo' 
di elementi (curve), è in corrispondenza biunivoca con la curva T. 

Una curva e ed una y s'incontrano, com'è chiaro, su F in m« sol 
ponto. 

Data su F una curva X, non appartenente ai fasci (e), (y), essa 
verri secata da tali fasci secondo due involuzioni dei generi tc, p. Segue 
che, se non è /> = tt = o, nessuna curva che non appartenga ai fasci 
(0) (y) può essere razionale e, tanto meno, eccezionale. E, se i due 
generi />, w sono entrambi diversi da o, nemmeno una curva dei fasci 
0), (y) può essere eccezionale. Cioè : 

Se p e 7: sono diversi da o, la superficie F è priva di curve ecuT^ionali. 

n caso in cui qualcuno dei numeri /), x sia o è inutile trattarlo, 
<l^do luogo a superficie rigate o razionali. 

Incidentalmente, notiamo che : 

Data una superficie F' in corrispondcn:^a hirai^nale con F, ogni curva 
^^ionak su F' è eue:(ionak di i* specie ed è certo parte di qualche curva 



•) n tìg. Humbert (Comptes Rendus, t. CXX, 1895, pag. 365) assegna, per 
le soperfide ddk 2^ categorìa, il p^ , senza dare dimostrazione del risultato. 

^eì. Or*. MtÊtmm, FéUnM, t. XVU (190}). — Stampato il 18 febbrajo 190}. 14 
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del fascio (e'), e del fascio (y') corrispondenti su F' a (e), (y); e viu- 
versa. 

2. Una facile rappresentazione della superficie F ottiensi, nello spazio 
a 4 dimensioni, operando cosi: 
Siano 

le equazioni delle curve C, T (o di curve piane ad esse birazionalmente 
identiche). In uno spazio a 4 dimensioni (x, y, Ç, n), Tintersezione delle 
due varietà (cilindriche) /(x, jf) = o, ç (Ç, n) = o è una superficie F 
i cui punti (senza eccezione) corrispondono alle coppie di punti delle curve 

e, r. 

È stato già dimostrato *) che grintegrali doppi di i* specie relativi 
al campo di razionalità definito da F sono della forma : 



ffl\dA,dB^ 



(i= I, 2,... , /»; /z= I, 2, ... , ic), 



ove A^, A^, . . . , A sono p integrali abeliani di 1* specie, linearmente 
indipendenti, l^ati all'equazione /(x, j') = o e 5^ , 5^ , . . . , 5„ sono w inte- 
grali abeliani di i* specie, linearmente indipendenti, legati all'equazione 
ç(Ç, Yì)=:o, e le \y costanti Denotando con jD,, D,, ... , D^, i po- 
linomi aggiunti (canonici) all'equazione / = o, relativi ai difierenziali 
dA^, dA^y . . . , dA^y e con A^, A,, . . . , A„ quelli aggiunti a <p = o, 
relativi ai differenziali dBj^ tali integrali possono anche mettersi sotto 
la forma: 



J J dy dfì 



dy dfì 

Segue subito che il genere geometrico superficiale p^ della superficie F 
t p —pTç; e che il sistema canonico jÄ"! vi è secato dal sistema li- 
neare di varietà 

cui appartiene (totalmente), evidentemente, ogni varietà della forma 
Segue subito che: 



*) Picard et Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépen- 
dantes (Paris, Gauthier-Villars), t I. 
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& />> I e w>o, il sistema canonico \K\ sulla superficie F contiene 
totalmente tutte le possibili curve ottenute accoppiando 2p — 2 curve y, cor- 
rispondenti ad un gruppo canonico della curva C, con iiz — 2 curve e cor- 
rispondenti ad un gruppo canonico della curva F. 

Il caso w = o è, come abbiam detto, inutile trattarlo, poiché allora 
si ade su superficie rappresentabili con rigate, mentre nel caso tu = i , 
/)= 1, sulla F non esiste un'efi'etdva curva canonica (ma un integrale 
pio di I* specie.) 



3. Possiamo ora determinare, anzitutto, supposto /> ^ tc > o, e che 
/) e 77 non siano entrambi eguali ad i, il grado del sistema canonico 
\K\y sulla superficie F, cioè il secondo genere lineare p^^^ di F, osser- 
vando che \K\ contiene totalmente curve spezzate in 2 p — 2 curve y 
ed in 2 w — 2 curve e. E, poiché due curve y o due e non s'incontrano, 
mentre una e ed una y s'incontrano in i punto, si ha: 

p^'^ = 2(2/> — 2)(2W — 2) = 8(p — i)(w — i). 

4, Denotando con p^'^ il primo genere lineare di F, cioè il genere 
ddle if, dalla relazione p^^^ = p^'^ -{- i, segue che 

/,<-> = 80>-i)(^-i) + i. 
Tale relazione é anche verificata quando /? = tc = i (p^*^ = i). 

Alla stessa relazione poteva arrivarsi considerando il genere di una 
K spezzata in 2^ — 2 curve e ed in 2p — 2 curve y. Il genere della 
curva spezzata in 2 7c — 2 curve e è p{2T: — 2) — (2^—3); quello della 
curva spezzata in 2p — 2 curve y é 7c(2p — 2) — (2/> — 3), e poi- 
ché tali curve si secano in4(TC — i)(p — i) punti, il genere della curva 
totale è 

p"» = />(2 7r-2)-|-ic(2/)-2)+40>-l)(ir-i)-2(/)+7r) + 5 
ossia 

r = 8(/'-i)(«-i)+i. 
A questo punto dobbiamo osservare che, non essendo nullo alcuno 
dei generi /), w, per ipotesi, e quindi non avendo la superficie F curve 
eccezionali, il genere lineare />^'^ coincide coU'invariante relativo w di En- 
tiQyES-CASTELNUOVO *), doè SÌ ha la relazione : 



*) Castelnuovo ed ENRiauES, Sopra alcune questioni fondamentali nella teoria 
^ superficie algebriche ( Annali di Matematica, t VI3 ). 
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ove N, f denotano il grado ed il genere virtuali di un qualsiasi sistema 
lineare virtualmente privo, su F^ di punti base e f ' il genere virtuale 
del sistema aggiunto. 

5. Possiamo ora ricercare su F Tinvariante relativo / di Zeuthen- 
Segre (invariante che, nel caso nostro, è anche assoluto), cioè 

/=S — iV — 4Ç, 
ove ^ è il numero dei punti doppi di un fascio generico scelto in un 
sistema lineare irreducibile |L|, privo su f di punti base, di grado N e 
di genere 9. 

Qui abbiamo su F (p^i^^ 6) un fascio irrazionale di genere 
p, di curve y di genere w. Le curve di tal fascio son tutte irreducibäi 
e prive di punti doppi. In tal caso, per una formola di Castelnuovo 
ed Enriques *), si ha: 

^ = 4(P — OC'^ — — 4 = 4Ü> ^ — /> — ^)- 
Tra p^^\ ossia &), ed / passa dunque una semplice relazione: 

«=/> = 2/ + 9. 

6. Da qui possiamo ricavare il genere numerico pn della F. Si sa 
che 

^2 Pn + 9 = I+^. 

donde, per la relazione precedente, p^ = — , ossia 

4 

Tale è dunque il genere numerico della f , cioè : 

L'irregolarità p — p^ della superficie F t eguale a p-^-iz. 
Tale risultato è bene mettere in raffronto col numero degl'integrali 
di differenziali totali, di i* specie, linearmente indipendenti, esistenti su F. 
Si ha che tale numero è proprio eguale all'irregolarità /> + 7r. Difatti 
sulla superficie F intersezione, nello spazio a 4 dimensioni, dei cilindri 
/(x, }') = o, ç($, yi) = o, come tali integrali indipendenti possono assu- 
mersi grint^rali -^4,. (i = i, 2, . . . , p) abeliani di i* specie, linear- 
mente indipendenti, relativi alla /(x, }') = o e gl'integrali analoghi 
B. (; = I, 2, . . . , 7c) relativi alla <p(S, n) = o **). 



•) Loc. dt 

••) Picard et Simart, loc dt. 
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7. Interessa pel seguito il caso in cui le curve C, r siano birazio- 
nabnente identiche (/) = x ]> o). In tal caso, se fra C e F passano dì- 
verse corrispondenze biunivoche, intenderemo fissata una fra esse e chiar 
mando equivcdenii due punti P, P' rispettivamente di C e di T, inten- 
deremo che P, II sono corrispondenti nella corrispondenza (i, i) fra C 
e r da noi scelta. 

Su F alle varie coppie di punti equivalenti P, P' corrisponde una 
curva C, , birazionalmente identica a C, T, incontrante in un punto le 
curve di (^) e di (y). 

Se P, ß' è una coppia di punti (in generale, non equivalenti), di 
Cyï tà è Q^ P' hi coppia equivalente ad essa, noi possiamo al punto 
di f immagine della coppia P, Q far corrispondere Timmagine della 
coppia a F. 

In questa guisa si ha una corrispondenza birazionale fra F e sé 
stessa. Tal corrispondenza è, evidentemente, involutoria, ed ammette come 
puna uniti i punti della curva C, e quelli soli. Poiché su F non vi sono 
cune eccezionali, tale corrispondenza non possiede curve fondamentali. 

Abbiamo cosi, sulla superficie F un'involuzione ^' di coppie di punti 
òe studieremo in seguito. 

Ogni corrispondenza birazionale di C con T determina dunque sulla 
F una curva C, (incontrante le e e le y in un punto) luogo delle im- 
magini delle coppie di punti corrispondenti ed una involuzione ^* di cui 
la C, è il luogo dei punti doppi. 

La trasformazione birazionale di F in sé stessa, definita dalla invo- 
lunone ^\ trasforma, evidentemente, il fascio (e) nel fascio (y) e vi- 
ceversa. 

In particolare, i generi di F, in tale caso, sono 

Pt = p\ P, = PiP-2), p''^ = 8(j,-iy + i 

e Rnvariante I è I =: 4p(p — 2). 

8. Prima di terminare, sarà utile ricavare una proprietà di cui do- 
vremo, in seguito, giovarci. 

Siano N, f il grado ed il genere virtuali di un sistema lineare di 
ûBTve, |L|, tracciato su F, ed ivi privo, virtualmente, dì punti base. L'ag- 
gùmto di |Lt, \L -f- K\, ove con \K\ denotiamo il sistema canonico, seca, 
com'è noto, su L gruppi di 2(9 — i) — N punti. Se m, fA sono i nu- 
inerì dei punti d'intersezione di una L con curve dei fasci (e), (y), sulla 
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superficie F (immagine delle coppie di punti di due curve C, r dei ge- 
neri /), w, ove /> ^ w > o), poiché fra le curve K ci sono quelle spez- 
zate in 2 TC — 2 curve e e 2p — 2 curve y, avrà sempre luogo la re- 
lazione: 

2(ç — i) — iV= 2w(w — i) -|- 2(jl(/> — i). 

Questa relazione che può scriversi in altri modi e che fornisce de- 
grinteressanti risultati di cui ci occuperemo in un*altra Nota, è indipen- 
dente dalle ipotesi d'irredudbilità o meno del sistema \L\ e dalla sua di- 
mensione. 

Se C e r sono equivalenti, essa diviene : 

2(ç - I) _ JV = 2(m + il)(j> - I). 

S 2. 

Le superficie corrispondenti alle coppie di punti 
di una curva algebrica. 

9. Possiamo ora studiare le superficie ^ i cui punti corrispondono, 
senza eccezione, alle coppie di punti di una curva algebrica C di ge- 
nere p. Possiamo tralasciare i casi /> = o, /) = i, in cui si cade, eviden- 
temente, in superficie razionali od equivalenti a rigate ellittiche. 

Occupiamoci invece del caso />> i. Alla superficie 4> colleghiamo 
una superficie F immagine delle coppie di punti della curva C e di una 
r posta in corrispondenza birazionale con C. Denotiamo, al solito, con 
(0> (t) ^ ^^^^^ corrispondenti su F ai punti delle curve T, C e con C, 
la curva immagine su F delle coppie di punti omologhi su C, T. Su F, 
come già sappiamo, esiste una involuzione di 2° grado 4>' nella quale 
sono punti associati i punti immagini di due coppie omologhe di C, T, 
cioè nella quale all'immagine di una coppia P, Q' di C, T è associata 
l'immagine della coppia di punti omologhi ö> P- Curva di coincidenza 
di tale involuzione <l>' è poi la curva C,. 

Dico ora che la superficie 4> è in corrispondenza birazionale seriTia 
eccezione colle coppie dell'involuzione 4>' su F. Difatd ogni punto di ^ 
è immagine di una coppia di punti P, (2 di C e ad esso possiamo far 
corrispondere su F le immagini delle coppie P, Q*; (2, P' di C, r, e 
tali immagini sono una coppia dell'involuzione 4>'; e viceversa. 
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10. Poiché la ^' SU f determina una corrispondenza nella quale al 
fascio (e) corrisponde il fascio (y), segue che: 

Sulla superficie ^ esiste una serie (e'), d'indice 2 ed oo', di curve 
equivalenti a C. Ogni curva di tal serie corrisponde, biunivocamente, ad 
una e e ad una y di F, passanti per uno stesso punto della curva C,. 
Denotando con C[ la curva corrispondente a C^ su ^, ogni curva e' 
loca la CI in un punto (e non la incontra in altri), corrispondente, su 
C[ al punto di C, di F ove passano la e e la y corrispondenti alla data 
e'. Due curve e' s'intersecano poi, su O, solo in un punto. 

Possiamo interpretare la corrispondenza biunivoca tra la superficie 4> 
e le coppie dell'involuzione 4>' su F come una corrispondenza (i, 2) 
tra 4> ed f . La f viene cosi rappresentata sulla superficie 4>, doppia, 
colla curva di diramazione C[. 

11. Passiamo ora alla ricerca degl'invarianti di <I>. Ed anzitutto oc- 
cupiamoci degl'integrali di difierenziali totali, esistenti su 4>. Partiamo 
dalle equazioni della superficie F, in uno spazio a 4 dimensioni, sia al- 
lora /(x, y) = o l'equazione della curva C (o d'una sua proiezione piana), 
sari allora : 

(0 /(*,>) = o; /a>i) = o 

la coppia di equazioni che definisce, nello spazio a 4 dimensioni (x, $, 
), r.), la superficie F. Se (x, $, y, ti) è un punto di F, il suo coniu- 
gato nell'involuzione 4>' è (Ç, x, yì, y) e proviene dallo scambio di x 
eoa ^ e di 3^ con y). Denotiamo poi con 

p polinomi aggiunti (di grado n — 3, se « è il grado di /) linearmente 
indipendenti all'equazione /(x, y) = o, con 1. il polinomio D. quando 
vi si ambino x, y in $, n. 

Proiettiamo poi la <I>, da punti esterni, su uno spazio a 3 dimen- 
sioni (se non vi è già immersa) e denotiamone con 
(2) 4^(XyZ) = o 

Tequarione. Qui X, 7, Z sono funzioni razionali di x, $, )', tq, mentre 
viceversa queste sono funzioni irrazionali a 2 valori di X, 7, Z; benin- 
teso sempre nella ipotesi che x, Ç, ^'j tq verifichino alle equazioni (i) ed 
^ y, Z alla (2). 

Sia ora 

1= jA'dX+B'dY 
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un integrale di differenziale totale, di i' specie, appartenente alla super- 
ficie 4>. Denotiamo con Ay B le funzioni razionali A\ B' espresse per 
le variabili Xy Ç, y^ y) (di cui assumiamo come indipendenti x e ^). 
Sostituendo ad X, Y^ Z ì loro valori in x, Ç, >, », avremo 



/ 



= /^l^ + ''ll]- + Hf + 4T]^^ 



d X â X 

ove con 5 — , ^^ , • . • , denotiamo le derivate di X, Y rispetto ad x, 

l ottenute tenendo conto che X, Y sono anche funzioni di y^Ti e che 
yy Y) sono rispettivamente funzioni di x, $. In altri termini, abbiamo 

JL ô(x, jy) â(x, >')J/^ L ^(5, ») d(Ç>^)J/t, 

ove adesso pigliamo effettivamente le derivate parziali esplicite (senza con- 
siderare yy » come funzioni di x, Ç) ed / è, nella prima parentesi il 
1° membro di /(x, y) = o, nella 2* parentesi quello di /(Ç, y)) = o ed 
fyy /Jj sono le derivate parziali di /(x, y)y /(Ç, ») rispetto ad yy y). L'in- 
tegrale / è evidentemente, anche un integrale di differenziale totale, di 
I* specie, sulla superficie F, donde sarà della forma: 

^ = /^ Ç \ ^* + X ? ^' ^' ^^' ' ^' ""'*""^" 

Deve dunque essere 

d(Ç> ») d(Ç, Yi) 4-^* 
E poiché Xy Yy Z devono conservare lo stesso valore quando si 
scambi x con Ç e, contemporaneamente, y con n, e quindi lo stesso ac- 
cade per le funzioni razionali Ay By mentre la /(Ç, y)) si scambia con 

rr N .j. d(X, /) d(X,/) â(y,/) d(y,/) 

/(^> 3^) e qumdi ..Pt, V con .,; V , J)r ^( con ^; V , men- 

•^ ^ ' -^^ ^ d(E, Y)) d(x, )^) d($, Yï) d(x, y) 

tre A. si scambia con D., dovremo avere: 



ossia 



t 



e, poiché fra le D. non passa alcuna relazione lineare, sarà, per ogni 



/ 
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valore di i, \ = [l. , ossia Tint^ale / su f avrà la forma : 

Quindi, al massimo p sono gl'integrali di diff. totali, linearmente in- 
dipendenti, esistenti su 4>. Per far vedere che sono eflFettivamente />, basta 
evidentemente mostrare che ad ogni integrale 

yix+y-iÇ (i = i, 2,...,/)) 

corrisponde eflFettivamente su ^ un integrale di diflferenziale totale (che 
sari certo di i* specie). Denotando per semplicità con P. e II. -^ e 

A. ...,'. 

y, avremo che P. e 11^ sono funzioni razionali di x, j^ e di Ç, tq, ri- 
spettivamente e che P.j n. â scambiano, quando si scambino jc e Ç ed 
jf ed ÏÏ contemporaneamente. 

P^ e II; considerati come funzioni di X, 7, Z, verranno denotati 
con P| e n]. e sono funzioni a 2 valori. I due valori che P! piglia in 
corrispondenza ai valori X, 7, Z sono rispettivamente eguali ai due che 
piglia nj, più precisamente, le funzioni ?'.-{' II! e P[U] sono funzioni 

razionali di X, 7, Z. H nostro / P,.dx+ Il.dÇ diviene, nelle variabili 
X, 7, Z ove si considerino come indipendenti X ed 7, 

J L *d(x, z)+"'d(x, z)J *^ "•"[ '0(1^, 2)"T-"'d(y, z)J*^ • 

Considerando un momento le due espressioni in parentesi, come fun- 
zioni di X, Ç, y^ y\ esse sono razionali e di più non cambiano di valore 
quando si scambino contemporaneamente x con l ed y con n. Dunque 
esse sono funzioni algebriche uniformi di X, 7, Z e quindi funzioni 
razionali. 

L*ultimo integrale scritto è quindi effettivamente un integrale di dif- 
ferenziale totale di I* specie su 4>. 
In conclusione: 

Gl'integrali di differ en:^iali totali di i* specie su 4>, linearmente indi- 
pendenti, sono p e sono corrispondenti agrintegrali analoghi aventi su F 
1* forma 



/ 



jidx + jl-dl 



X^. Gire. MëUm, Päkruto, t. XVU (1903). — Sumpato il 19 febbrajo 190}. 
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12. Passiamo ora alla ricerca del sistema canoaico su ^, cioè alla ri- 
cerca degrintegrali doppi di i* specie relativi all'equazione 4>(X, F, Z)=o. 
Sia 

(i) ffc'dXdY 

un integrale doppio di i* specie legato all'equazione ^(XYZ) = o. 
Esprimendo X, 7, Z in funzione (razionale) di x, Ç, y^ n (ed assumendo 
come variabili indipendenti x, Ç) esso si trasformerà nell'integrale doppio 
di I* specie, l^ato ad F: 

(') //«^^-^^ ^ ^ 

ove con G denotiamo G' espresso per x, ;, )^, n e con ^^ ' ^/^ TJa- 

cobiano di X, 7 rispetto a x, Ç, ove si tien conto che X, Y contengono 
le variabili y, tq funzioni di x, Ç. Tale Jacobiano è una funzione razio- 
nale di X, Ç, yy » (come G). La funzione G (essendo la stessa G') pi- 
glia lo stesso valore in due punti di F, formanti una coppia qualsiasi 
dell'involuzione 4>'; in altri termini la G rimane inalterata quando si 

scambi x con Ç e, contemporaneamente, y con n. Invece la -^V^ft 
camb ia solo di s^no, donde cambia solo di segno tutta la funzione 

G J"^ ' f,^ y collo scambio dixin^ediviniQ, 
d^Xy Ç) ' ^ 

Sappiamo che sulla superficie F ogni integrale di i* specie (dop- 
pio) è della forma 



Z\.AA* 



J J fyf. 



dxdly 



dunque sarà 

r àjXY) I y. ^ . 

e, poiché il 1° membro cambia solo di segno coDo scambio di x in Ç 
e di 3^ in TI, lo stesso accade del 2° e quindi anche di ^ \kD^S^ (per- 
chè f f^ non varia). Perciò dev'essere 

ossia 

Poiché fra i polinomi D.Aj non passa alcuna relaaone lineare, dev'es- 
sere sempre 



\. = — \, 
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\, = . 



e perciò, in particolare. 

In conclusione, dev^essere 

Quindi al massimo ^^ sono gl'initgrali doppi di i* specie /t- 

2 

ntarnunte indipendenti, esistenti nella superficie O» 

Si può mostrare che sono proprio tanti *) osservando che ogni in- 
tegrale 

si trasforma in un integrale doppio di i* specie su <l>. Difatti, posto 

lo scambio di x in Ç (ed y m ti) cambia Q.^^ in — j2» > ^^ stesso accade 

per jA^^;. = — ^=- f dUüque, defnotafldö cöh Q.. la funzione Q-t 
^ d(XY} d(XY) 

conâderatt come funzione di X, Y, Z, la funzione: 

^'* d(^XY) 
è una funzione razionale di X, F, Z. Lo stesso accade p^^ fyf^, donde 
Tint^ale (3) si trasforma in un integrale doppio di i* specie relativo 



•) Inddentâlmentef notkmo che, posto P^ == D,- A» -|- Dj A^ , Qu ss D • Aj^-^Di Â^ j 
il sistema di varietà secante su F il sistema canonico 1 K I può anche scriversi 

La corrispondenza determinata su F dell'involuzione 4>' trasforma ogni curva 
canonica nell'altra secata da 

n sistema IITI possiede quindi 2 sistemi lineari, uno 00 ' , faltro 00 ^ 
^PP^iteoenti alla iavolozione ^ e non aventi ctnr^e comuni : sono i sistemi seatfi dalle 
varietà 

^ \kPik = o , 2! Ï*'* ß«k = ^ • 

»^ik «<lk 

Q secondo sistema lineare cùfitiené come parte fissa là eurva C^ . 
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a O. I ^-^ ^ int^rali cosi ottenuti dagrintegrali (3) sono poi li- 

neannente indipendenti, perchè tali sono gl^t^^rali (3). 
Dunque : 

// genere geomeUrico superficiale p^ di ^ è ^^ ^ , cioè la dimen- 
sione del sistema canonico \X\ di ^ è ^^ ^ — i . 

2 

13. Sulla superficie ^ denotiamo con / Tinvariante relativo di 
Zeuthen-Segre. 

Per calcolarlo, consideriamo su ^ un sistema lineare irreducibile 
\I\y privo su ^ di punti base, di grado v e genere f , ed in questo un fa- 
scio generico (1). Al sistema |1| corrisponde sulla F un sistema lineare 
irreducibile |5|, appartenente all'involuzione O', privo di punti base, con- 
tenente un fascio (S), corrispondente a (2). Denotiamo con i il nu- 
mero dei punti doppi del fascio (2), con d quello dei punti doppi di 
(S), con s il numero di punti d'intersezione di una S generica con C,, 
cioè anche (su O) di una £ con la curva €[ corrispondente (univo- 
camente) a C, , doè colla curva di diramazione della superficie doppia O 
immagine di F. Denotiamo poi con /[=4/>(/> — 2)] l'invariante rela- 
tivo di Zeuthen-Segre di f, con «, / il grado ed il genere di |5|. 
Abbiamo allora : 

/ = X — V — 49; / = d — II — 4/ 
fizizav; 4/=254-89 — 4. 

In quanto a J, osserviamo che una curva del fascio (S) può acqui- 
stare punti doppi o perchè ne ha la curva i corrispondente [ed in tal 
caso i punti doppi della S sono fuori di C, , se, come possiamo supporre, 
i punti doppi di (-) sono tutti esterni a C,'], anzi ogni punto doppio 
di una i ne produce 2 per b cur\-a corrispondente 5; ovvero una S 
può acquisure un punto doppio (su CJ per un contatto della curva corri- 
spondente 1 con la €[. In corrispondenza ad ogni contatto (semplice) 
la corrispondente 5 acquista (nel punto corrispondente) un punto doppio. 

Ora, poiché (2) seca su €[ una serie Uneare g], i punti di con- 
tatto di C[ con curve di (1) sono in numero di 2(5 -|- p — i). Ab- 
biamo dunque ti = i [S 4- 5 + P — ^]- DooJe 

i = a[S + ^-f;»— i] — 2^ — 25 — 89 + 4 
/ = a[(S-v_49)+;»+i] 
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ossia 

Da questa si ricava agevolmente / e trovasi / = 2/)* — $p — i. 

14. Volendo ora cercare Tinvariante relativo Û d^ENRiQUES-CASTEL- 
NUOYo della superficie ^, partiamo da un sistema \I\y irreducibile, privo, 
su 4», di punti base e di curve fondamentali. Ciò, com'è noto, può sem- 
pre ottenersi. Denotando sempre con ç, v il genere ed il grado di |2|, 
con 9', v' quelli del sistema aggiunto |2'| denoteremo con \S\ , |SJ 
i corrispondenti di tali sistemi su F ; con /> w ;/,,«, i caratteri ana- 
loghi di tali sistemi. Denoteremo poi con |5'| l'aggiunto di |5| su F, 
con ;, 5' i numeri dei punti d'intersezione (su O) di C' con le curve 
generiche di |2|, |2'| ; cioè anche di C, (su f) colle curve di \S\ , |SJ . 

Denoteremo poi con /', w' il genere ed il grado di |S'| , con w Tin- 
variante relativo di Enriq]ljes-Castelnuovo su F. Sappiamo che 

Û = ç' — 3(?— i) + v; tù=f — 3(J—i) + n; 

fi = 2v; 3(/_i) = ±5 + 6(ç- i). 

Per esprimere /, facciamo un'osservazione, seguendo un procedi- 
mento del sig. Enriqjües *). 

Le 1' secano sulle 2 gruppi canonici. Âd un gruppo canonico 
di 2 corrisponde, sulla corrispondente curva S, un gruppo che, som- 
mato agli s punti d'intersezione di S con C, , cioè agli s punü di coin- 
ddenza della corrispondenza (l, 2) fra 2 ed 5, dà un gruppo ca- 
nonico *•). Dunque il sistema lineare (completo) |C\ + 5J su F seca 
sulla curva generica di |5| una serie lineare di gruppi canonici, donde 
|C, -j"5J è il sistema subaggiunto ad \S\. E, poiché questo (come il 
suo corrispondente |2|) non possiede curve fondamentali (perchè la cor- 
rispondenza fra le coppie dell'involuzione O' e i punti di O è, per ipo- 
tesi, biunivoca seriTia ecce^ione)^ cosi il sistema |C, -f- Sj coincide coll'ag- 
giunto di |S|, cioè con |5'| . 



*) Enriques, Ricerche di geometria sulle superficie algebriche (Mem. della R. Acc 
<ï Torino, t. XUVa) Cap. VI. 

••) Castelnuovo, Alcune osservazioni sulle serie irraiiotiali, ecc. (Rend. Acc 
^ lined, 1891). 
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Intanto, il genere /, di |5j è : 

e, poiché il genere / di \S'\ = |S. + CJ è ^uale ad /,+/> + i' — i, 
si ha: 

/ = i^' + 2<p'+/)-2. 

donde 

6> = -i (i' - 5) + 2f - é) (? - i) + 2v + p — 2 , 
ossb 

ö> = 2Ü + |(/ — 5)+/)— 2. 

Il numero 5' — s può calcolarsi in molte maniere. Ad esempio, 
trovandoci il grado w' di |5'| , una volu considerando \S'\ come somma 
di |S, -{- CJ, un'altra volta partendo dalla relazione nota n'^^f-^f — 2, 
otteniamo che dev'essere (denotando con x il grado virtuale di C, su F) : 

av' + x+2f' = i.. + 2? + i-,'-f aç'+/)-5 
ossia, badando che ? + ?' — 2 = v', 

a: + 2ì' = Ì-5 + |ì'+/»-i, 
laonde : 

Ora X può fadlmente calcolarsi, tenendo presente che la C, (su P) in- 
contra ogni cur\-a dei fasci (e), (y) in un punto solo, ed allora, per la 
fomiola del n° 8. 

donde 

e quindi 

co = 2Ü 4- lop — II , 

essendo w = 8(/> — 1)' -}" ^> ricavasi 

i^-(p-2)(4/>-5). 

15. Trovati grinvarianti relaii\*i /=2f*—5/> — i, û=(p — 2X4/^ — 5), 
si può trovare il genere arimietico />, di ^, sempre mediante la rebâone 
/ + U= 12/», -f 9. E si ha: 

r. - - 3 - j p- 

Ossa: 

il ^'«KTtf ariìm^H^\> /*^ JW*'j superßcu ♦ ^ ^^-^ ^ , ^ l'irregola- 
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rità delia superficie è p, cioè è ancora eguale al numero dei diferen^jali 
totali di i* speciiy linearmente indipendenti^ esistenti su O. 

Tutte le deduzioni precedenti sono sempre fatte nell'ipotesi ^ ^ i. Il 

p ed il p^ però sono suscettibili di esser dati dalle formole p = ^^ , 

p^ _ P\P IL anche nel caso p = i (p^ = o, P„ = — i), avendosi 

allora una superficie rappresentabile con una rigata ellittica. Lo stesso 
accade per p^=o (p ^^ p^ = o), avendosi allora una superficie razionale. 

i6. Nell'intento di ricavare il genere lineare p^'^ di 4>, sempre nella 
ipotesi p > I, cerchiamo se la O può contenere curve eccezionali. 

Ogni componente irreducibile di una tale curva dev'essere razionale 
e la curva corrispondente su F non può spezzarsi, non possedendo F 
curve razionali. Chiamando dunque con A una componente irreducibile 
di una curva eccezionale su O sia m il numero di punti in cui essa è 
mcontrata da una curva generica della serie oo' d'indice 2, (e'), esistente 
su *. Per ogni punto di A passano 2 curve di tale serie (poiché A è certo 
(eversa dalla C^. Tali 2 curve non hanno altri punti comuni [perchè due 
curve di (e') secansi in un sol punto], quindi, se fosse w^ i, i rima- 
nenti m — I punti d'intersezione di A con una di esse sarebbero certo 
distbti dai rimanenti m — i punti d'intersezione di A coll'altra. Allora 
avremmo sulla curva razionale A una serie irrazionale di genere p e 
i^indiu 2 di gruppi di m punti, secatavi dalle (e'). 

E questo è assurdo perchè è noto che su una curva razionale le 
serie 00* d'indice 2 di gruppi di punti sono razionali. 

Dunque dev'essere m = i cioè la A dev'essere incontrata in un 
punto dalle e'. E, poiché per ogni punto di A passano due e' abbiamo 
che nella serie 00* (e') le curve si accoppiano (formando coppia 2 curve 
Pesanti per uno stesso punto di A) e la serie 00' delle coppie è razio- 
nale. E poiché ad ogni e' su 4> corrisponde una y su F, avremo entro 
il fascio (y) (considerato come serie 00' di elementi) una serie lineare 
i\ accoppiarne le y. Lo stesso dicasi pel fascio (e). 

Il fascio (y) [ed anche (e)] deve adunque essere iperellitiico, e quindi 
anche, la curva C (che ha servito alla determinazione di O) é ipereUittica. 

Di più la curva L, corrispondente su F alla A, incontra le curve 
tó &sci (e), (y) in un punto. 

Si vede poi subito che i punti di k su ^ sono le immagini delle 
^ della serie lineare g\ di C. 
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In conclusione: 

Se p^ 1, la superficie ^ non può contenere curve razionau, se la 
curva Cy delle cui coppie di punti ^ t immagine, non è ipereUUtica. Ne 
possiede una sola, la quale è irreducibile e corrisponde alle coppie della se- 
rie g[ su Cy se la curva C è iper ellittica. 

17. Adesso Ì2L nostra ricerca resta limitata a vedere se e quando 
tale curva A sia eccezionale. È certo inunto, essendo essa unica, che 
non potrà essere eccezionale di 2* specie *), ma solo di i*, quindi il suo 
grado virtuale dev'essere — i **). Il grado virtuale della curva L su F 
dev'essere quindi — 2. Ma il grado di L è (n® 8) — 2(j> — i), per es- 
sere dunque ^;uale a — 2, dev'essere /> = 2, doe la C dev'essere una 
curva di genere 2. Viceversa, se C è una curva di genere 2, sulla su- 
perficie O la curva A corrispondente alle coppie deUa ^j su C è di grado 
— I e razionale, e quindi è una curva eccezionale. 

In conclusione: 

La superficie ^ corrispondente alle coppie di punti di una curva C di 
genere /> > i non ha curve ecce:^ionali, se p^ 2; ne ha una sola (corri- 
spondente alle coppie formanti la serie canonica su C) se C ha il genere 2. 

Se p fosse poi i ovvero o, la ^ avrebbe infinite curve eccezionali. 

Possiamo dunque dire che: 

Se p > 2, il genere lineare /)"* di O è eguale all'invariante Û, cioè a 
(/) — 2) (4/) — 5), mentre 5^ /) = 2, il suo genere lineare è Ü -}- i, cioè 
p'''=i. 

Per tale superficie (p =:= 2), che è la superficie iperellittica studiata 
da Humbert, si ritrova allora p^ = i, p^ r= — i, p^'^ = i. 

18. Terminiamo, dando la relazione analoga a quella del n° 8, per 
i caratteri virtuali di una curva (o d'un sistema lineare) su O. 

Sia 1 una curva di <1>; ç, v il suo genere e grado virtuali, m il 
numero di punti in cui essa interseca le curve della serie d'indice 2, (e'), 
s il numero di punti in cui seca la curva di diramazione C[. 

Sia poi S la curva totale (irreducibile o no) corrispondente, sulla 
superficie F, a 1: essa seca le e e le y in m punti, il suo genere ed 



•) Castelnuovo ed ENRiauEs, loc dt 
••) Ibidem. 
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il SUO grado virtuali sono : 

Per la relazione del n^ 8, abbiamo perciò : 

2(<p — i) — y = 2m(^— i) — T^, 
che mette in relazione i 4 numeri 9, v, m, s caratteristici per la curva 2. 

Delle importanti conseguenze di questa e della formola del n® 8 per 
k teoria delle corrispondenze fra due curve e delle corrispondenze sim- 
metriche di una curva con sé ci occuperemo in una prossima Nota. 

Messina, gennajo 190}. 

M. DE Franchis. 



^^. Cke. Uéitm. P»Urmc, t. XVn (1903). — Sumpato il 7 aprile 1903. 16 
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Nota di A. Del Re, in Napoli. 



AdttaaniA dd ai fobbrajo 190}. 



n sig, Ball, nel suo eccellente trattato « On the Theory of Screws » *), 
ha stabilito le formule per la trasformazione delle coordinate soltanto 
nel caso in cui da un sistema di assi-segmend **) co-reciproci aventi la 
forma canonica û passa ad un altro analogo sistema parallelamente si- 
tuato rispetto al primo; e ciò il geometra e valoroso astronomo irlan- 
dese ha fatto utilizzando le equazioni della retta che contiene un asse- 
segmento in funzione delle coordinate di questo ***). Ora, dal fatto che 
il lavoro di una diname rispetto ad una torsione è uguale alla somma 
dei lavori delle componenti di quella rispetto a questa, si può arrivare 
alle formule per la trasformazione delle coordinate nel caso generale in 
una maniera assai più rapida, e semplice, di quella seguita nel caso par- 
ticolare suaccennato; e che, per giunta, presenta il vantaggio di essere 
indipendente da ogni considerazione estranea, come ad esempio quella 
di riferirsi ad un sistema di coordinate cartesiane per la rappresentazione 
dei punti, che occorre nel caso esaminato dal Ball. Lo scopo della pre- 
sente Nota è appunto quello di trattare delle formule della trasforma- 



♦) Cambridge, 1900. 

•*) Col nome di asse-segmento, intendiamo rappresentare, seguendo il Padbl- 
LETTI, Tente (asse munito di passo) che il Ball chiama screw. 
•**) CEC L e, pag. 42, n* 4S. 
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nooe delle coordinate nel caso generale *), e di dedurne, risolute, quelle 
date dal Ball. 

Siano a^ , a^ , . • . , a^ le sei coordinate di un asse-segmento a ri- 
spetto ad una sestupla c^, , (»^ » • • • 9 ^6 ^^ assi-segmenti assunti come 
assi di riferimento, ed aj , a^ , . . . , a^ le coordinate dello stesso asse- 
segmento a rispetto ad un'altra sestupla (ù[, cù^, ,.., w^ di riferimento, 
di conosciuta posizione rispetto alla prima. I passi di co^ , 6)^ , . . . , co^ 
siano Pj , p^j . . . , p^ rispettivamente, e le coordinate di (ù[ siano 
*«> *ia> '"9 ^t'ó 0= i> 2, . . . , 6); sia poi indicato con (Xp.) il coef- 
ficiente virtuale degli assi segmenti ^, ft. Il lavoro di una diname di in- 
teasità i sull'asse a, rispetto ad una torsione di ampiezza i sull'asse &> . , 
essendo eguale alla somma dei lavori delle componenti della prima ri- 
spetto alla seconda, ed il lavoro di una diname qualunque rispetto ad una 
qualunque torsione essendo dato dal doppio prodotto dell'intensità di 
quella per l'ampiezza di questa moltiplicato pel coefficiente virtuale mutuo 
dei due assi segmenti che sostengono l'una e l'altra **), si avrà : 

(acO = (a>>;)a; + (a>>;)< +...•+ (a>>D< 
0=1, a, ..., 6); 

ed in modo analogo, dopo di aver soppresso U fattore comune ol^^ , 

(2) («jwO = (<ö,a>Oa;, H h K«,)«;, + f- Kwja;^ 

(*z= I, 2, .:., 6 per i = i, 2, ..., 6). 

Se nella prima della (i) sostituiamo al posto di (co^o)^ il valore dato dalla 
(2], ed al posto di (a o)!) poniamo U valore dato dalla seconda delle 
stesse (i), avremo le formule 

(a.>.o«; + (a.>;)«;+ • • • +(a>>0< 
= [K".)<i + K ".)«!. + • • • + K«-.)««]«. 

0= I, a 6), 

àt sono appunto le formule dì trasformazione delle a nelle «'. I coef- 



*) Non mi pare che tali formule siano state esplicitamente date da altri 
•*) Loco duto, n" 37. 
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fidenti TÎrciiafi (m,.M|), (**;0 sono evidentemente dd numeri noti, poiché 
è data tanto la sesmpla («>, ... m J quanto la sestupla (u\ . . . u^. 

Se il sistema (u^, •», , ... ^ m^) è un âstema di assi co-redproci, 
allora i (•»; Wj^) = o, per i :^ ik ; e poiché è sempre («i»») = />4 *), k 
formule (3) diventano: 

( (1=1,2,...,«). 

Se anche (•»'., m^ , ...» «»^ è un sistema d'assi co-redprod, indi- 
cando con p^, p[9 ••• 9 Pé ricettivamente i passi di a>^' , fii^ , . . . , c^^ , 
sari 

(fi>;fi>3 = o per i^k ed («>;)=/);. 

Ne s^ue che le (4) assumono la forma 

(5) ) /^a*l = -Pi ««•«! +/>»*«•«* + ' ' • +/>♦«!<•«< 

Introduciamo in queste formule i coefficienti virtuali delle singole coppie 
di assi'Segmenti che si hanno associando ad un asse-s^mento di un si- 
stema un asse-segmento dell'altro. Dicendo cd^j^ il coefficiente virtuale de- 
gli assi-s^;menti ai., aij[, si ha 

fii.. -._ 

► *i • • • t o) » 



(0 



ventano 


(i,k 


'■■ = f;' '■ + ""••+• • 


•+;••' 


'■-ì'-+y>+ ■ ■ 


■+ì" 


<-ì'-+7>+- 


.+>. 



In una maniera analoga, si hanno le formule inverse delle (6), che 



•) Loco dttto, ptg. 33, n** 30. 
^ Loco dtato, ptg. 36, o^ 36. 
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sono le seguenti: 



Ci>. 






+ 



<i>, 



i^' 






CO 



co, 



0) 



(7) 



ji«' 



. = ir< + -7r<+-"+-r« 



/>. 



i>. 



/>. 






w 






Si osservi che se le (6) si risolvono rispetto alle a, , a, , 
hanno, come formule di risoluzione, le 

I V- ÔA 



y «t SI 



(8) 



ove si è posto : 



_ I V- dA 
*»~" A ^da>,, 

dA 



Pi^i 



P\< 



■.=4-z 



d^^««- 



A = 



c«>. 



6> 



16 



tó. 



W^ 



Cö^ 



û>^ 



ConÉrontando le (8) con le (7), abbiamo le seguenti fra i coeffi- 
denti virtuali mutui di due sestuple di assi co-reciproci : 

ì_ dA 
A 



a> 



X ^^^ «^ (i, *=:i, a, ...,6). 



dtó.^ 



PiP\ 



Supponiamo che le due sestuple di assi co-reciproci (co,, co,, ... , tù^y 
i^\ì^\i • • • > ^é) abbiano la forma canonica, e siano fra loro sestuple 
parallele. Più precisamente sia il punto comune ai primi sei, 0' quello 
comune ai secondi sei, e siano w, , o)^ sulla retta X coi passi a e — 0, 
*»,, w^ sulla retta Y coi passi b e — b, w^, co^ sulla retta OZ coi passi 
f e — e; saranno wj, w^ sulla parallela O'X' alla OX coi passi a e — a, 
*»!> w^ sulla parallela 0' F' ad F coi passi b q — i> w| , co^ sulla pa- 
rallela O'Z' ad OZ coi passi e e — e, e saranno 0(X, 7, Z), 
0'(X', F, Z'), terne ortogonali di rette, che, in ordine ai segni, suppor- 
rlo orientate come le terne di riferimento per un sistema di coor- 
cartesiane. Diciamo x^, y^, ^^^ le coordinate cartesiane del punto 
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0' rispetto alla terna 0(X, Y, Z) e teniamo presente la espressione 

(9) T[0>. + i'ß)~s(«P)-^,pSen(aß)] 

del coefficiente virtuale mutuo dei due assi-sementi di passi />« , />ß , di 
angolo (aß) e di minima distanza (i^^. Tale espressione è equivalente 
all'altra 



(IO) 



i 



Q>a+P^O^'^' + V'V'' + ^-l + 



^o >o to 
X (X. V 

V p.' v' 



quando dei due assi-segmenti Tuno abbia per coseni di direzione \ pi, v, 
passi per ed abbia per passo p^^ , e l'altro abbia per coseni di direzione 
^'> P-'» ^'> P^ssi per 0' ed abbia per passo p^. Applicando questa espressione 
al caso degli attuali w^ , w^ , . . . , w^ ; w^' , w^ , . . . , w^ per la ricerca 
dei 36 valori «.^^(i, i = 1, 2, . . , , 6) e, tenendo presente che per le 
\ p-, V, X', jx', v' si hanno, in corrispondenza delle w. , cüJ (i = i, 2, . . . , 6), 
le sestuple di valori 



(ù tu (ù (ù (ù (ù^ 



(ù' tù' iù' (ù' (ù' <ùl 

Wj w^ Wj w^ Wj w^ 






I 


I 




















I 


I 




















I 


I 



v = 



I 


I 




















I 


I 




















I 


I 



abbiamo il quadro seguente: 



Il *•> 



"«3 2' '^ 2 * 



iù = — -^, fu ^z 



6) =0 • 
ai ^> 



00 



<ù =0 • 

&> = — Ö, iù =— . Cu =— , Û) = — -^, 0) ^= 

",.=-^' "i.=-T' ^'=*' "^H^^' "»=^' "'*= 

«4.=-^» "4»=-T"' "«=°' "44=-*' "45=^ » %*= 

<"*,=^. %.=-^» %=-T' "*4=-T' '"*»=° 



Wxr= 



SULLA TEOUA 



h corrispondenza di qnesd lalori jc ÌLtT.i.iV V jb/eicuu: 



00 



\ 
(mero: 



xs 



xs 



-= — X 



2* ' 



2h ' * 



■ r 






2* "' ' li 

= Ì2.X a.A, _Zl, _^x ~ 



(<ii 









Se le (i 3) si sommano dapprima dœ a doe, e poi àcic a due si sottrag- 
gono, si ottengono le rdaziooi: 

/<+<=«.+*,; »,' + < = *,-}-«.; *'5 + < = *5 + ** 
,, . ) '*(*' - «0 -«(».- O = ^.(*, + O - J.C*« + ««) 
^*^ ) H«;-<)-K«,-0 = 'o(^ + «,)-^(«. + 

[ f(«;-«D-f(«s-«*)=>o(». + «J-'o(«, + 0. 

che sono appunto quelle date dal Ball nel n° 48 del suo citato libro. 
Se nelle (13) si fanno le sostituzioni indicate dalle prime tre delle 
formule (14), e si lasciano le a, , . . . , «^ solo al a"* membro, si hanno 
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le formule inverse di esse (13), Tali formule inverse si hanno pure 
dalle (7), purché al posto delle w.j (i, i = i, . . . , 6) si pongano i va- 
lori dad dalle (11) quando in luogo delle x^, y^, ;^ coordinate di 
0' rispetto al triedro 0(X, Y, Z) si sostituiscano le — x^, — y^, — :f^, 
coordinate di rispetto ad 0'(X\ T, Z'). 

Napoli, 16 febbrajo 1903. 

A. Del Re. 



SOPRA UNA SUPERFICIE DEL 4' ORDINE. 
Nota di A. Del Re, in Napoli. 



Adunanza del aa febbrajo 1903. 



La superficie della quale mi occupo in questo lavoro venne stu- 
diata dal Ball che ne fece un modello (^Transactions of the Royal 
Irish Academy J XXV, 1871), e la denominò pectenoide per rammentarne 
la forma *). Io Tho incontrata proponendomi la soluzione di un pro- 
blema aflfatto elementare, e Tho studiata di nuovo, sia dando ulteriori 
proprietà della superficie, sia rettificando e precisando qualcuna di quelle 
enunciate dal Ball. Ho trovato che la superficie possiede due rette dop- 
pie in un suo piano di simmetria e dieci rette semplici immaginarie che 
ho costruite alla maniera di Staudt, utilizzando, per quattro di esse, certe 
coppie di sistemi piani omografici nel modo stesso che sviluppai nel mio 
corso di Geometria descrittiva, allorché trattai della costruzione in gene- 
rale delle rette immaginarie di 2* specie **). Ho trovato le formule per 
la rappresentazione piana d'ordine minimo della superficie, e ne ho de- 
dotta resistenza di otto sistemi di coniche sulla superficie stessa ; fra i 
quali, sei sistemi sono tutti composti di coniche con sistema polare im- 
maginario. Altre proprietà ho pure trovato, cammin facendo, che per- 



•) The Theory of Screws (Cambridge, 1900), pag. 254, n° 236; e pure pie 
pag. 256. 

•*) Legioni di Geometria descrittiva, dettate nella R. Università di Napoli. Fase I : 
Teorie preliminari; décembre, 1902. — Librerìa Editrice Alvano, Napoli. 

RêêU, Cir$, hUStm, PàUrmo, t. XVU (1903). — Sumpato il 7 aprile 1903. 17 
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mettono una conoscenza più intima delle superficie, e Tesposizione di 
tutte forma Soggetto del presente lavoro. 

Si. 
Equazione della superficie. 

I. Dato un piano ts e due punti fissi P, Q^ domandiamoci il luogo 
* del vertice variabile Af di un triangolo ^^PQM del quale sono 
Py Q gli ^Ittri due vertici, e che si deforma in guisa che la projezione 
della sua area sul piano tc conserva un rapporto costante col rettangolo 
d*uno dei suoi lati mobili, e della proiezione di questo sopra una retta 
perpendicolare a w; cioè il luogo del vertice M pel quale 

(i) vPQM.cosÇPQM, ir):PM'.sen(PM, iz) = >, 

> essendo il rapporto costante. 

Se supponiamo che il piano % passi per ß, e diciamo r' la nor- 
male a w in j2, noi vediamo che la projezione di PßAf su w è il 
semi-momento di P M rispetto ad r', e che perciò è esprimibile col pro- 
dotto -j'PM.d.cosÇ^PM, tc), ove d è la minima distanza fra PM ed r\ 
Se, dunque, indichiamo con 9 Tangolo di PM con r', alla (i) pos- 
siamo sostituire, nella ricerca del luogo di M, la seguente: 

(2) d.tg(f = l'k.PM . 

Questa equazione mostra che, se descriviamo col centro di P una 
sfera di raggio arbitrario Ry e prendiamo PM = Ry mentre il punto 
M si mantiene sulla sfera (-R), il raggio PM varia nel complesso lineare di 
asse r', e di parametro + ^ -'?> epperò nel fascio di detto complesso che 
ha per centro il punto P e per piano il piano polare di P rispetto ad 
esso ; vale a dire il punto M descriverà Tuno o l'altro dei due cerchi 
intersezioni con (i?) dei due piani polari di P rispetto ai complessi li- 
neari (simmetrici in una simmetria normale qualunque secondo il loro 
comune asse): 

(2') d.tgff=2\Ry 

(2") d.tg<f = — 2'kR. 

Diciamo a^ , a^ tali piani polari ; essi passano entrambi per la per- 
pendicolare q condotta per P ad r', qualunque sia i?, e sono accoppiati, 
intorno a Çy per tutti i valori di Ry in una involuzione simmetrica i cui 
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piani doppi sono : il piano e condotto per P normalmente all'asse, ed 
il piano (f = Pr' che passa per P e per Tasse; Tuno in corrispondenza 
del valore R = oo, Taltro del valore iì = o. Tale involuzione sarà in- 
nata con (9). 

Data la sfera (Ä) è individuata la coppia dei piani a^, a'^j dell'in- 
voluzione (^); viceversa, dato arbitrariamente un piano a^j che passi 
per }, e quindi pure il piano a)j coniugato di esso in (^), immaginando 
il complesso lineare che ha per asse r\ e rispetto al quale è a^ il piano 
polare del punto P, e ponendo il parametro K di tal complesso nella 
forma Ä'=2Xi?, resta individuata la sfera (Ä). Ne segue che, per 
mezzo della superficie ^, il fascio-schiera delle sfere di centro P, e Tin- 
voluzione simmetrica di piani che ha per piani doppi i piani e, 9 si tro- 
vano messe in dipendenza proiettiva in guisa che la superficie stessa si 
frcunta come luogo dei cerchi secondo cui le sfere del fascio-schiera sono 
u^aU dalle coppie di piani che loro corrispondono nella involuT^ione sinv- 
märica. 

2. Questo risultato che presenta la superficie * sotto una forma 
sostanzialmente diversa da quella che le è servita di definizione, e che porta 
la superficie stessa nella categoria di quelle che sono generabili per mezzo 
delle intersezioni d^li elementi corrispondenti di un fascio di quadriche, 
e di una involuzione di piani riferiti fra loro proiettivamente, e che, 
perciò, nei suoi caratteri proiettivi, può ritenersi smdiata nelle considera- 
zioni svolte in riguardo dal Cremona, ci autorizza a concludere che ^ 
i M 4® ordine, ha per una delle sue rette doppie la q^ e passa semplice- 
mnU pel cerchio immaginario all'infinito; ma queste stesse proprietà sono 
gii conseguenza dell'esistenza del sistema di circoli sulla superficie nei 
piani condotti per q ; giacché tali circoli hanno i loro punti sul cerchio 
assoluto, passano due a due per ogni punto di 9, i loro piani essendo 
piani tangenti della superficie in tale punto, e fuori di essi e di 9 con- 
tata due volte, la superficie non ha altri punti in comune coi loro piani. 

3. Fra le sfere del fascio-chiera |P| vi sono il cono isotropo di ver- 
ace P, ed il piano all'infinito contato due volte ; ad essi corrispondono 
nspettivamente il piano doppio 9 dell'involuzione (jj) ed il piano dop- 
pio « ; il primo sega la superficie secondo due rette isotrope che escono 
<1^ P, ed il secondo nella propria retta all'infinito che è doppia per la su- 
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perfide stessa; dunque la superficie 4» possiedey oltre a q^ una retta dop- 
pia allHnfiniio nel piano normale condotto per P ad r' e due rate di lun- 

ahirra nulla tifi hiano di P fA r' 



ghexx.^ ^^l^ ^^ P^^ ^i P ^d ^'« 



4. Tornando alU equazione (2), facciamovi d = cost., cd immagì- 
oiamo il cilindro di rotazione d'asse r' e raggio d che diremo C^; i 
piani tangenti condotti per P a Q diciamoli X^ , S^ . È evidente che i 
punti della superficie corrispondenti all'assunto valore di dy capitano nel« 
l'uno e nell'altro di questi due piani; costruiamoli. 

Nel piano ^j, p. es., ç col centro in P descriviamo un circolo di 
raggio PD = d:\ t sh PP û raggio di esso perpendicolare al raggio 
vettore PM del punto Af della superficie; poiché dalla (2) si ha 

PM =^ — r- tang <p = D P. tang 9 , 

e Ç è l'angolo di PAf con r' (e perciò pure con la r ad r' condotta 
per P) il triangolo PDM che è rettangolo in P ha 9 per angolo acuto 
in D ; dunque è DM perpendicolare a />', ed il luogo di M si costruisce 
cosi molto facilmente. Esso è del resto una curva bicir colare del 4** or- 
dine, toccata, nei punti ciclici, dalle rette isotrope che escono dal suo 
punto doppio al finito; la sua equazione, se si prende la r come asse 
delle ;(, e la perpendicolare in P ad r come asse delle x, è la seguente: 

5. Prendiamo come asse polare PZ la r, e come piano meridiano 
principale il piano per PZ normale al piano 9 ^ Pr' ^ jr , e sia 6 la 
longitudine del punto M; siccome è 9 la colatitudine di M e la mi- 
nima distanza d fira r e PAf si proietta nel piano e (normale ad r in 
P) in vera grandezza, sicché, detta m la porzione di q che misura la 
distanza fra P ed r', si ha (2 = m cos 6, cosi la equazione in coordinate 
polari della superficie, tenuta presente la (2), sarà 

(3) mcos6.tg9 = 2>.PAf ; 

ovvero, detto p il raggio vettore di Af , e posto m:2'k = h, 

(4) Ä cos 6 .sen 9 = p cos 9 . 

Moltiplicando ambo i membri di questa equazione per p, e rammen- 
tando che le formule di Eulero pel passaggio a coordinate ortogonali 
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(x, ^, :() del punto M sono 

(j) X = p cos sen ç , 7 = P sen 9 . sen <p , ;^ = p cos 9 , 

abbianio dalla (4) 

e quindi (in forma razionale) 

(6) (^x' + f-{.Ol'-h*x^ = o 

per equazione della superficie riferita alla sua retta doppia al finito quale 
asse delle y^ al piano delle due rette doppie quale piano delle xyy ed al 
piano delle due rette isotrope quale piano delle )':(. 

Se nella (4), che è un'altra forma della (2), facciamo p = it -R, e 
poi adoperiamo le (5); avremo che i punti della superficie che sono sulla 
sfera {R) sono pure sui piani di equazioni 

(7) hx'{- R[ = o, hx — R7i = o; 

queste sono, dunque, le equazioni dei piani a^^, ol'j^ corrispondenti ad 
{R)y dei quali si è parlato nel n° 2. 

6. Alla equazione (6) si può pervenire traducendo direttamente in 
coordinate la condizione del problema che ha servito di definizione alla 
superficie ^. Se, rispetto ad un triedro ortogonale qualunque di riferi- 
mento mdichiamo con x^y y^y [^ le coordinate di ß, con x^yy^^ [^ quelle 
di P e con jc, y y 7^ quelle del vertice variabile M del triangolo variabile 
fQM, indicando con 

(JK^l)y ÌKx,i% (^xy^i) 
i determinanti della matrice 

X y l i 

^. yi ^« I 

x^ y. ^, I 

ottenuti col sopprimere una verticale per volta rultima eccettuata, e col 
conàderare ciclicamente le altre, e con cos a, cos ß, cos y i coseni di di- 
rezione della normale al piano w, il primo membro della (i) vale Te- 
spressione 

t[(>^i COS a + (^x, i) cos ß 4- (xy, i) cos y] ; 
e poiché il segmento PM vale 



n*-o*+(>->j+a-o% 
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mentre che la sua proiezione su una normale al piano w ha per valore 

(x — xjcosa + (y —^Jcosß + (7i^ O^osy, 
l'equazione della superficie ^ si presenta nella forma generale: 
[(yi^ i) cos a + (^x, i) cos ß + (xy^ i) cos y? 

= 4^' [(^ - O' + (y- y.y + a - lù'ì 

X [(^ — ^a)cos a + Cy — :y,) COS ß -I- (^ — Ocos y]\ 

Se è assunto P come origine delle coordinate, è preso w come 
piano xyy e come piano 3^:^ sia scelto il piano Pr' ^qr, sicché sia 
x^ = y^ = :ì^ = 0, X, = 0, cos a = 0, cos ß = o, cos y = o, Tequa- 
zione precedente diventa: 

x-:y| = 4V(x' + / + 0^*; 
che è appunto la (6) se si osserva essere y^ = m,t quindi ^^14 V = /?*. 

7. La genesi della superficie alla quale si è accennato nel n^ 2, 
suggerisce un altro modo di arrivare alla equazione (6), al quale non è 
senza interesse far cenno. 

Se è 

(8) /_>9 = o, 

l'equazione di un fascio di quadriche ed 

(9) aß — •Xa'ß' = o 

quella di una involuzione di piani riferita proiettivamente al fascio, ove 
/, 9 sono i primi membri delle equazioni di due quadriche del fascio 
stesso ed a ß, a' ß' quelli delle equazioni delle coppie di piani che rispet- 
tivamente loro corrispondono nella involuzione, la equazione del luogo 
delle intersezioni delle diverse coppie di elementi corrispondenti si ot- 
tiene eliminando X fra (8) e (9); vale a dire è 

(io) F = a'ß'./ — aß.9 = o. 

E questa è appunto la equazione di una superficie del 4° ordine, 
pef la quale la retta comune ai piani a = 0, ß = o, a' = o, ß' •= o è 
doppia, e la linea base di (8) è semplice. 

Se /= o, 9 = sono tangenti, in un punto di contatto /=9 = o 
e -^-' = -^ , • • • , dunque in un tal punto sarà 



dx dx 



4^=(.'P'-.»^ 
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epperò il piano tangente in quel punto comune è pure piano tangente 
di f = 0. 

Per passare dall'equazione (io) alla (6) si osserverà che alla (8) 
Insognerà sostituire la 
(8') x« + / + t*-i?* = o, 

ed alla (9) quella che proviene dal rappresentare complessivamente le 

(7), cioè la 

(9') h'x'-R\' = o, 

giacché sono appunto (7) i piani deirinvoluzione (j) che corrispondono 
alla sfera (R) del fascio-schiera (P). La eliminazione di R* fra (8') 
e (9'), eliminazione che si fa sostituendo in (9') il valore di- R^ dato 
dalla (8'), fornisce appunto la (6). Poiché le sfere che hanno lo 
stesso centro si toccano lungo il cerchio immaginario all'infinito, l'ul- 
tima conclusione a cui si é arrivati intorno alla Fy dimostra che tutte 
k sfere di centro P touano la superficie ^ lungo il urchio immaginario 
affinfinito; e poiché i piani tangenti ad una sfera lungo il cerchio al- 
Tinfinito formano il cono isotropo col vertice nel centro della sfera *), 
se ne deduce che questo cono ed il fascio dei piani paralleli a quello delle 
due rette doppie costituiscono la sviluppabile circoscritta alla superficie lungo 
la sua se^^ionc col piano alVinfinito. 

8. Tornando alla equazione (2) osserviamo che questa può essere 
scritta nella forma 

> p . cos 9 — d sen ç = ; 

ovvero, se si pone >p = Ji: -{- i', nell'altra 

{h + *') cos 9 — d sen 9 = o . 

Poiché il primo membro di questa equazione rappresenta il doppio 
^é coefficiente virtuale **) di due assi-segmenti {screw) sulle rette PM, 
r' di passi rispettivamente k e i', se ne deduce che il lavoro di una di- 
D«ne mtorno all'uno é nullo rispetto ad una torsione intorno all'akro ***), 
ovvero che il complesso lineare di asse P Af e parametro i é in involu- 



•) Che il cono isotropo di vertice P sia drcoscritto alla superficie risulta pure 
^ àe esso conta fra le sfere (la sfera di raggio nullo) del fascio-schiera (P). 
•^ Ball, Op. dt, pag. 17, n° io. 
•^Idem. 
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zione col complesso lineare di asse p e parametro k' ^ qyperò : Se un 
corpo rigido è libero di ricevere una torsione intorno al raggio vettore PM di 
un punto qualunque M della superficie ^, il corpo resta in equilibrio sotto 
l'anione di una dinante di asse r' purché la somma del passo della tor- 
sione e di quello della diname sia eguale al multalo secondo X di qud 
raggio vätore **). 

Sn. 

Le died rette semplici della superficie. 

9. Oltre alle due rette doppie, una al finito, Taltra all'infinito, alle 
quali si è fatto cenno nel ^ precedente, la superficie possiede died rette 
semplici, le quali sono tutte immaginarie, e fira esse sei sono isotrope. 

Se nella equazione 

(II) ^x'+f-\-d'-b'x' = o 

della superficie, facciamo x = o, troviamo che per soddisfare alla equa- 
zione bisognerà porre :j = o, o ^* -j- :;^* = o ; la combinazione x = 0, 
;;^ = o dà b retu doppb al finito 9, b combinazione jc = o, y* -f- :^" = 
dà, invece, le due rette semplici (trovate già nel n** 3) : 

I, = •• x = o, y = il, 



(12) 

( i^= ... x = 0, y = — ti; 

dunque la superficie possiede due rette semplici nel piano YZy e qtieste sono 
le rette isotrope chi escono da P ; le Jir:mo i^ , i, . 

Xolla stessa equazione (11) facciamo :iz= + h; avremo ^'* -}- /;* = o; 
cpporò V z= ± ih ; ne deduciamo che ìa superficie possiede^ paralleb- 
mcnte all'asse PX, le quattro rette, non isotrope, 

y = + ih, l = + h 

y = — ih, K= + Jj 

y = — ih, 1= — h . 

Queste rotte, perpendicolari al pbno YZ, incontrano questo pbno 
sulle rette i\ , ij nei punti in cui i\ , i, sono taglbte dalle parallele alb 

^) KiKiN» Math, Annalcn, Band II, p. }68. 
••) Ball, l e. 









SOPRA UNA SUPERFICIE DEL 4^ ORDINE. I37 

retta doppia a della superficie condotte pei punti delia PZy alla distanza 
idaP. 

Nella stessa equazione (ii) facciamo ;( = ± ix(i = )/ — i) ; a- 
vremo che l'equazione sarà soddisfatta se ulteriormente si pone x* = o, 
e / -}- fc* = o ; ma la combinazione ;( = ± i x, x = o è da escludere 
perchè dà la retta doppia q\ dunque la superficie possiede pure le altre 
Huaitro rette semplici, tutte isotrope, 

/ m, ^ •••:( = -j- tx , y =1 -\' ih 

(14) \^i='"l = + ixy y = — ih 
J «, ^ •••:( = — ix, ^ = -j-t/? 

( m^^ •••:(= — ix, y '=' — ih. 

IO. AU'infuori delle dieci rette (12), (13), (14) la superficie non 
possiede altre rette semplici. In fatti, dovendo il piano e delle due rette 
doppie, essere incontrato da tutte le rette della superficie, queste non 
potranno che appoggiarsi all'una, o all'altra delle sue rette doppie; ep- 
però, le rette della superficie o saranno su piani paralleli al piano e o 
saranno in piani che passano per ç ; e poiché un piano parallelo ad e 
è definito dalla equazione :(. = P'> ^^ ^^ piano che passa per q è defi- 
nito dalla equazione ;( = (ji x, il problema della ricerca delle rette della 
superficie è ridotto a quello di vedere per quali valori di p-, l'una e 
l'altra delle due equazioni fra x tòi y 

(15) (x' + /H-jtO(t*-Ä*x» = o 

(16) (x* -I- / + ^^y^i^*^ — h'x* = 

rappresenta due piani. Se dalle (i 6) escludiamo la soluzione x* = oche 
conduce alla retta doppia q, e consideriamo semplicemente la (17) 

(17) (x' + / + f.'x')f.'-h* = 0, 

^0 che i determinanti delle (15), (17) sono rispettivamente 

(l+|**)(t* o 




=^*((.'-Ä'), 



o K-' o 

o o —h' 



=(x*ÄXl+(t'), 



Qe deduciamo, fatta eccezione del valore evidentemente inammissibile [/.=o, 
^he la (15) rappresenta due piani soltanto per (x = ^h ^, e la (17) li 
'"^Ppresenta, invece, soltanto per [x = ^h i ; nia per (jl =1 i ä la :(. = l^> 
Sventa ;;^ = db ä> e per [x = i: i, la ;{^ = |jlx, diventa :( = db i^ ; dun- 

. Gre. Maitm, PaUrmo, t. XVII ( 190}). — Sumpato il 7 aprile 190}. 18 
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que, all'iafuori delle rette (12) del piano .v = 0, ki superficie non ha che 
le rette (13), (14). 

II. Le coppie di rette (t,, tj, (/;, , fcj, (/,, /J sono immaginarie 
coniugate di i* specie ; mentre che le coppie di rette (m, , mj, («, , «J 
sono immaginarie coniugate di 2* specie. In fatti, per le prime passano 
i piani reali x = o, :c = ^> ^ = — '^> mentre che le seconde stanno su 
piani immaginarii con rette reali a sghembo. Queste rette reali sono la 
PY ^ qy e la retta alPinfinito y^ del piano ZX ; esse, e le (m, , m^), 
(n, , « J formano le tre coppie di spigoli opposti di uno stesso tetrae- 
dro, le cui facce sono i piani ^^=±ixy y = ±ih. 

Per costruire le involuzioni che, nel senso di Staudt, rappresen- 
tano le cinque coppie di rette della superficie, si può procedere come 
segue. 

Sopra PZy t nel verso positivo, si costruisca il punto /f, , alla di- 
stanza Ä da P; per /fj si conduca la parallela h^ a PFe su questa pa- 
rallela si costruiscano i punti A^ , A^ tali che sia H^ A^ = H^A^ = Ä, 
ìndi si conducano le rette PA^^a^y PA^ ^ a^ e le parallele a\ , Ä,', 
al ordinatamente per A^y H^y A^ z PX (che sarà ora denominata 
pure p). Sopra ì/^ prendiamo i punti 5,, B^ tali che sia H^B^^H^ B^ ^ Ä, 
e per essi conduciamo le parallele b^y b^ 2, PY; indi, posto a\b^^C^y 
a[b^^C^y tracciamo per C,, C,, B, le parallele c^, c^y b\ a PZ, delle 
quali b\ incontri PX in K^ , prendiamo su h[ il punto B_^ tale che sia 
K^ B_^ =^ B^K^ = h t conduciamo per K^ , 5_, le parallele k^ , b_^ a 
PT. Se indichiamo generalmente con 00 la retta all'infinito d'un fascio 
di rette parallele, avremo che, in rappresentazione armonica, le rette im- 
maginarie i, , i^ sono date da 

(18) a^ra,py aja^r-y 

le rette immaginarie h^y h^ di 

(19) «>», <ooa;Ä;, 

e le rene immaginarie /, , I, da 

(19') «:.fei.ai,oo, 01.00«:.*:., 

dove le a'_^ , /?!, , a'_^ sono ordinatamente le simmetriche delle a\ , h[ , a'^ 
rispetto al piano X F. Indicando analogamente con 00 il piano all'infinito 
di un fascio di piani paralleli, ponendo qB^^^^y qB^^^^y XPF^y, 
FPZ^a, ZPX^^, e chiamando a'^, a^ i piani condotti per a[^a'^ 
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parallelamente a PZ, mentre si hanno nelle 

le rappresentazioni armoniche dei piani :( = i tx, e nelle 

quelle dei piani y=^àlih; si avranno nelle 

le rappresentaàoni armoniche delle rette secondo cui i piatii ;( = -}- î jc, 
jzz-^ih sono segati dal piano reale 7^ = hy e nelle 

^ooè_,*,, e. è; e, 00 

quelle delle rette secondo cui gli stessi piani sono segati dal piano reale 
x=i. Ne segue che, essendo 

se si pone 

m = b^a\.b^a[, n = b_^c^.b^c^, 

la retta m passerà per if , e la n per A", , e che queste due rette con- 
tengono ciascuna un punto della retta immaginaria m, , e quindi pure 
(il coniugato di quello) un punto della retta immaginaria coniugata m^ i 
In altri termini f», n sono due rette della congruenza relativa ad m, j 
Wj, congruenza che sarà indicata con (w^ , wj. 

Ora a questa congruenza appartengono la retta ^ e la retta q^ al- 
rmfinito sul piano ß; dunque può essere costruita indipendentemente 
dalla considerazione delle rette immaginarie m, , m, costruendo^ p. es.| 
due sistemi omografici sopra due piani condotti per una delle quattro 
rette w, w, ?, ?» > ^ congiungendo le diverse coppie di punti corrispon- 
denti di questi sistemi *). 

Le rette all'infinito dei piani a, y siano indicate con />„, , r^ ; allora 
sui piani «, Y ^ congruenza (m, , mj individua due sistemi piani omo- 
grafici nei quali q è retta unita, e nei quali si hanno inoltre le corri« 
^denze: 

avendo generalmente indicato con oo^ il punto all'infinito di una retta 
generica 5. Le r, /> sono le rette limiti dei sistemi piani (a), (y), ed 



•) Cfr. il tmo libro duto, pag. 23, n° 20 e seg. 



£ 59» ^^n / -si^ 7 ir^r-rsormatrax n acns imar- -vsoii ^Is. js- 

^^HsrzAie. \i^\u %\^srxzjtxjt ie^ w. I ^smm -rmrmrmÊr m Hfiiafmeiii; 

le v^ wwi '-.îî£::r.fie i i; wr* g-Tirr an» nr i r jiii l aiiiu î ä- 

>Q«^'; ^ijr -rjTi ûr.îair- 'jr'^ -t -7^ sp-Tmrir. Tirrr jais. 3201 muz i ì 

y^'/^x^ ta,} vxjf, yr'.wtszr^ ztJl zssetl Sl jl .'wrm q. ïl JL Xe ae- 

''^ / ^;w «->',->'. ^^. ..- A (f)^rK_^^ ... 

^/^fAy^J^^li Xé, ^Tj^ ^7>, e «pria pire per jt oipgie 5 rcsr e pond 
fy/ff/vf/^/itni (%}^ f'fy, t per jc; rigzst ciaindse ai t^mt aoLi oäi- 

5m f^erybr«// tC'MtxwuxiTJt yyça r, ^ doe porrn G, , G oli che 
^, r#«î >eftî ^id tc$^i«n!Ì P//. , PK^ lispcchazEcssc, PG^ = PG; \d& 
M truüttfß k rctu M 0, £s/, , SG^g; comspondcrl al pi&itD G, cfi 
(^) û \fauw iirinfiriito di j^, ed al punto alTinfiniio dî /, 2 ponto G ; q>- 
\HBfO la c//*trii;ar/fic deli« ^21 J, cioè delle (r)Y\(j^ (sJ)7\(l\ ^™ ^^ 
c^effMJU. l-^u, r;ra, zrintrirhmcntt una reta d, in (x), per cercarne la 
Ufff\%]ì<rtìiìctìU: \n (*() M annincerà dal tracciare da M la paraDeb Af G, 
a J^, e dal trware il punto d'incontro di questa paraQeJa conr; indi, 
|K;^i dj^=ijj^ w prenderanno i segmenti PG^PG^^ PD^PD^, 
e i^i traœri |H;r G la prallcla d ad ND; sarà questa la corrispondente 
Ut ('() della J, dì («). La costruzione del punto R che corrisponde ad 
tm \9\mU9 di /^, di d, si farà tracciando la Af-R, , trovando come pre- 
cede la corrinpondente delle M R^, e poi cercando il punto d'incontro 
di queuta corrinpondente con d. 

QMe»te costruzioni mostrano che la congruen:^a (m, , mj contiene 
due paraboloidi ortogonali ; il primo M^ formato dalle parallele condotte 
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dai singoli punti r ai raggi del fascio (N) che segano p in punti a di- 
stanze da P eguali alle distanze di quelli dallo scesso P; ed il secondo 
M^ formato da analoghe parallele condotte pei punti di /) ai raggi del 
fascio (Af ). Le due rette all'infinito M^ sono la r^ e la q^; le due rette 
all'infinito M. sono la j)^ e la j^ ; entrambi i paraboloidi passano poi 
per q ; sicché la loro totale intersezione è formata dalle w^ , m^ , j, q^ , 
mentre che relativamente all'intersezione dei due paraboloidi con la super- 
ficie, il paraboloide M^ si comporti in modo diverso dal paraboloide M. . 
Costruite le singole rette della congruenza lineare (m^ , mj le va- 
rie coppie di piani ortogonali che escono da q daranno su di esse al- 
trettante coppie di punti coniugati nella involuzione gobba ellittica I^ che 
è individuata dalla congruenza. Questa involuzione si può dunque rite- 
nere come costruita dalle stesse costruzioni che abbiamo innanzi indicate. 
Le sue varie coppie di pimti si possono pure ritenere come date sulle 
rette della (m,, m,) dalle coppie di piani dell'involuzione che ha per piano 
centrale il piano ß, e per coppia di piani coniugati i piani paralleli a % 
che passano pei punti M , N (piani ideali corrispondenti ai piani imma- 
pnarii y = ±. ih). 

In una guisa perfettamente analoga si può procedere per la costru- 
rione della congruenza lineare (n, , nj relativa alle w^ , n, e della cor- 
rispondente involuzione rigata I^ . Giova però osservare che, ottenuta la 
/,, se si indica con 5 la simmetria normale rispetto alla q^ la I^ resta 
individuata dall'una o dall'altra delle tre relazioni equivalenti: 

Anche nella (n, , n^) vi sono due paraboloidi ortogonali JV^ , N.; e 
questi si ottengono dalle coppie di punteggiate (r) /\ (r^), (p^) /\ (/>) 
ina con la circostanza che i versi delle (r), (jì) devono intendersi cam- 
l^iati nel tracciamento delle parallele ai raggi dei fasci (AT), (M). La loro 
^tersezione totale è formata dalle quattro rette n^, n^, q, q^y t nella 
^tersezione con la superficie si comportano essi pure in modo diverso. 

12. Delle congruenze (m, , mj, (n, , wj può essere data una rap- 
P^'esentazione analitica molto semplice, che conduce pure ad altre con- 
seguenze. 

Poiché le equazioni delle due rette m, , m, sono 
(^3) [ — ix = o, y — ih = o, 

(a 3) i'{-ix = o, y^ih = o. 
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la congruenza lineare (m, , m J è formata dalle rette redi dei piani im- 
magmarì in numero doppiamente infinito 

(24) t — i« + (^+ «>)(y - ih) = 0, 

ove \ (t sono due parametri variabiU reali ; ovvero dalle rette reali dei 
piani immaginarii coniugatì 

(25) ^4. ix + (X - t>)(y + ii) = 0. 
La (24) può scrìversi nella forma 

(24O :;^^Xy + iLb — iix — iLy^ Xb) = o; 

epperò ne segue che la congruem^a lineari (m, , m,) si presenta come luogo 
delle rate di interse^fione du piani corrispondenti delle due stelle omografiche 

^ + ^3^ + f^* = 0f 



^^^^ { x — fLy + Xb = o, 

la prima delle quali ha il centro nel punto 00^ e la seconda lo ha nel 
punto 00^ ; per esse è unito il raggio q^ . 

Siano 
(27) x = Ç + pa, )p = u + p*, ^ = Ç + pc 

le equazioni sotto forma ordinaria di una retta deUa congruenza. Si do- 
vrà avere 

i: + >t, + |iLA + p(c + X*) = o 

5 — f^^ + ^* + p(— 1^* + û) = o, 
indipendentemente da p; e quindi ^^ n, C, a, fr, e dovranno soddis&re, 
insieme alle \ u, alle equazioni: 

( C-f >Yï + pLA = ( c^\h = o 
(Ç — pLT)-{->Ä = ^Ä— pLfc = 0. 

Le seconde due di queste danno > = — e : i, (x = a : J, per cui, sosti- 
tuendo nelle prime due, si avrà : 

b'C, — CYì + Äa = o 



( t; — ai) — AC = o, 

Ld Uy b, e sono le prime tre coordinate pluckerìane della retta (27), 
per cui indicando con l, m^ n, le seconde tre, possiamo scrivere le (28) 
nella forma 

00 + / = o 



Sotto questa forma esse danno due complessi lineari che passano 
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per la cODgruenza ; il primo ha per asse OXy ed il secondo ha per asse 
OZ; entrambi hanno per parametro h. 

La congruenza lineare (w, , tn^) è dunque la congruenza base del 
fascio di complessi lineari 

(30) ha-\' l — 9(bC'-\'n) = o. 

In modo perfettamente analogo al precedente, ovvero osservando che 
dalla equazione (24') si passa all'analoga, relativa alla congruenza lineare 
(^x 9 "j)> ^^^ cambiare h in — /;, si trova che questa è la congruenza 
base del fascio di complessi lineari (<t parametro variabile) : 

(31) — èfl + / — <t( — he-}- «) = o. 

• 

S m. 

La rappresentazione plana della superficie. 

1 3. Consideriamo la retta doppia al finito q della superficie, ed una, 
per es. fc^ , delle 4 rette semplici (13) che non la incontrano. Queste 
rette siano prese come assi di una congruenza lineare (y, h^) ; una retta 
variabile m della congruenza avendo a comune con la superficie due 
punti sopra j ed un punto sopra h^ , avrà ulteriormente a comune un 
altro punto M ; se a questo punto M si fa corrispondere il punto M' 
in cui m taglia un piano arbitrario p. es. il piano ZX^ß, M ed M' 
saranno due punti che si individuano a vicenda; epperò si sarà cosi 
urta la rappresentazione della superficie su quel piano. 

Considerando la retta doppia airinfinito, ed una, per es. m^ , delle 4 
^We (14), per mezzo della congruenza lineare di assi r^, tn^ si ottiene 
^ altro modo di fare la stessa rappresentazione. 

Questi due modi conducono, come si vedrà, a sistemi lineari rap- 
presentativi diversi, ma equivalenti rispetto ad una trasformazione bira- 
^Oiiale. Si ottiene il sistema lineare rappresentativo più semplice, utiliz- 
ando la congruenza lineare (j, /J ma prendendo come immagine del 
Punto M della superficie, non il punto M', sibbene il punto le cui coor- 
^nate cartesiane siano l'ascissa del punto di appoggio di w su j' e la 
^ del punto di appoggio su /, . 

Siano 

o, >', 

'^ coordinate del punto w.j, ed 

X, ihy h 
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quelle del punto m/, ; mdicando con p un parametro variabile, sulla retta 
m, un punto (X, F, Z) ha per coordinate espressioni della forma 

(32) x = -^, r=i^^4i^, z=^, 
I + p I + p Ï + p 

epperò, questo punto starà sulla superfìcie se 

L(i+p)'^ (i+py ^o + p)ü(i + pr (i + py~ ' 

ovvero se 

*' + («Ä+p>y+Ä'-x'(i+p)'=o. 

Sviluppando, ed ordinando rispetto a p, si ha 

(33) (/-OP*+2(iA>-x')p = o; 

ed escludendo la radice p = 0, per la quale si ha il punto m l^ , 

(34) P = 2 / . 
_ y ^ 
Per essere 

•LI -LI x^ — ihy 2VX* — iA(x* + V*) 

I r y * ^ y^ — X y — X 

se ne deduce, per mezzo delle (32), che le coordinate del punto M 
sono 

X* -|- }?* — 2ihy^ 

(35) { y = -ili^^zM^ill) , 

e queste sono le formule per la rappresentazione piana della superficie, 
quando come immagine di M si assume il punto del piano X 7 di coor- 
dinate X, y. 

Il sistema lineare rappresentativo è il sistema delle cubiche dato dal- 
l'equazione 

(z6^ S yix(y^-x')-\.B[2yx'-ih(x' + f)] 

^^ ^ 1 + Ch(f - x^) + D(x' + / - 2ihy) = o, 

ove Ay By e, D sono parametri omogenei variabili con le cubiche del 
sistema. 



I 



SOPRA UNA SUPERncn DEL 4** ORDINE. 145 

Queste cubiche sono tutte tangenti all'asse delle x nell'origine, perchè 
per y = o, l'equazione (56), indipendentemente dalle Ay B, C, D, ha 
la radice doppia x* = o. Inoltre tali cubiche passano tutte pei punti 
X = i y = -{- ife, perchè per x = ^, la (56) diventa 

2{Bx -f- D)x(jc — ih) = o, 

e per X = — y^ diventa 

2(—Bx + D)x{x + ih) = o. 

Dette cubiche passano inoltre pel punto all'infinito dell'asse delle }', 
perchè per x finito ed 3^ = 00 la (56) resta soddisfatta, e non hanno a 
comune altri puntL 

Il sistema Imeare (36) è 00'; si può mostrare che le sue cubiche^ 
oltre al fatto di dovere passare pei punti base, sono ulterior ìnenie definite 
Mia circostan:^a che ciascuna passa per utia coppia della involu:^ione ciclica 
id piano del sistema. Ed in fatti, se dividiamo la (36) per x\ e poniamo 

— =m, sulla retta all'infinito del piano xy^ h (36) diventa 
(37) A(m* — + ^Bm = Am* + iBm — A = o, 

e questa dimostra appunto che i due valori m', m" di m che la soddi- 
sfanno rappresentano direzioni ortogonali fra loro. Anzi, per essere la 
(37) indipendente dalle C, D, questa dimostra che le cubiche piane del 
iiitma (36), le quali passano per una stessa coppia della involui^ione ciclica^ 
iono immagini di sezioni della superficie fatte con piani che segano il piano 
iàk due reite doppie suondo rette che hanno una medesima direzione. 

Per rappresentare il sistema dei punti base secondo il modo di ve- 
dere di Staudt in fatto di immaginarii, possiamo procedere come segue. 

Prendiamo sopra x^y z contare da P i segmenti PH^=^ — P^^-i =^ ^t 
fK,= PK_^^= h; sarà Pff, 00 //_, il punto di x di ascbsa ih, 
fflljOcif^ il punto di ascissa — ih, e PK^ ocK_^ il punto di y di or- 
funata tÄ. Tracciando per ff, , H_^ le parallele fc, , /;_, ad y, e per 
^i» K_^ le parallele jfe,, jfe_, ad a:, sarà yh^ cch_^ la retu che dal punto 
Äßnito di y proietta il punto (ih, o), ed xA, oc Jt^^ la retu che dal püuu) 
îffinfinito di x proietta il punto (o, ih); sicché, vbto essere 

^ poniamo Ä, A, == L, , *_,*„, ^ L_^ , sarà PooL,L_, il punto baì>c 
0'', ih). Ed analogamente, ponendo i,fc_. ^ M, , *_, A, ^ Af_,, sarà 
^*^^ocAf_^ il punto base (— ih, ih). Ü sistenu dei punti base è dunque 

imi. Ort. Usttm. FêUrm», t. XVII (1903). ^ Suapaio U 7 Apiik if9%. 
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foraiato dd puna: 

P con la tangente x in P 

y^ (punto all^infinito di y) 

PooL^I^,, PooAf,Af^,, 

ed il sistema delle rette che congiungono tali punti due a due è il d- 
stema delle rette 

Xy y, X*,00*.,, >^ÖOÄ__^, >Ä_,OOÄ,, PL^, PM,. 

Per brevità di linguaggio, e per maggior chiarezza, noi sostituiremo 
alla figura del sistema di base una figura ideale, sostituendo ai punti im- 
maginarii PH^ooH^^, PH^^ooH^, PK^ooK__^ i punti ûfeaK, /f, , H,, , 
ir, e quindi alle rette immaginarie yh^coh_^^ y &__, oo h^ , x ifc, oo Är_, le 
rette idtaliy h^ , h_^ , h^ ; allora il sistema dei punti base ideali è il sistema 
(P con la tang. x, y^^ L, , Af,), ed il sistema ideale delle rette che li 
uniscono due a due il sistema delle rette x, y^ h^ , Ä_, , jfe, , Pfe, , P Af,. — 
In questa intesa cerchiamo quali rette della superficie corrispondono ai 
punti ed alle rette di base del sistema (36). Abbiamo: 

1° Per X = it ^'j essendo 

x' + /-2ìib3r = 23^(y*-ìfc), 2j^x' — ìfc(x*+/) = 2/(y — ìib), 

le (55) diventano 

X = o, y = x)', Z = o, 

e queste rappresentano la retta doppia q ; dunque la reità doppia al fi- 
nito della superficie è rappresentata dalle bisettrici degli angoli delle xy ; 
dot dalle rette reali PL^y PM^, in modo che ogni punto di quella retta 
doppia ha per immagine i due punti di queste rette reali che sono ad una 
stessa distan^ß da x. 

2° Per x = oo,jp = co ed)':x = m, le (35) danno X = 00 , 
r=oo, ed 

y:X = 2m:m' — I, X:y:Z=m' — i:2m:o, 

sicché rappresentano un punto all'infinito della superficie nd piano X F, 
cioè un punto della retta doppia all'infinito r^ della superficie stessa ; e poi- 
ché posto wi* — I : 2 m = (JL , questa relazione corrispondentemente ad 
ogni valore di m segue per due valori di (a, si ha che la retta doppia 
all'infinito della superficie è rappresentata dalla involu^^ione ciclica ch'essa 
contiene, nel senso che ogni punto di quella ha per immagine una coppia 
di questa, t viceversa. 
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f Per X ^ o, essendo 
x*-}-/ — 2biy=y(j — 2ìA), 2yx^ -^ih^x^ -f- /) =z= — ifc/, 
le (35) diventano 

y — 2th y — 2th* 

le quali danno sul piano YZ ^ (X = o) la equazione 

Y+iZ=o, 

e questa rappresenta b retta i^ ; dunque la retta isotropa i^ della super- 
ficie è rappresentata dalla retta reale y del sistema dei punti base. 

4^ Se osserviamo che la retta i\ si appoggia alla /,, nel punto di 
i, per cui è X = o, ed alla q nel punto per cui è )^ = o, e che perciò 
a tutti i punti della t, corrispondono i parametri x = o, j' = o, tro- 
viamo che la retta isotropa i, della superficie è rappresentata dall'origine 
Me coordinate (punto reale del sistema dei punti base). 

5*" Per ^ = -j- ti, essendo 

x(y^-x^) = -x(Ä^ + xO, 

2)x* - ib(x' + /) = ÌA(x^ + feO, h(y' - x^) = — hih' + X*), 

le (35) diventano 

X = — X, Y = ib, Z = — h 

e queste rappresentano la retu /, della superficie; dunque la retta {, della 
superficie è rappresentata dalla rata ideale L, Af , nel sistema ideale dei punti 
hase, 

(^ Per jf = o, le (35) diventano 

X=-x, Y= — ih, Z = — h, 

e rappresentano la retta l^ ; dunque la retta l^ della superficie è rappre- 
sentata dalla tangente comune (nell'origine) alle curve del sistema rappre- 
sentativo. 

7** Per y = 00^ x = qualunque le (35) diventano 

X^x, Y=-ih, Z = h, 

e rappresentano la retta h^ ; dunque la retta b^ della superficie t rappre- 
sentata dal punto base all'infinito sull'asse y. 
8** Per le rette w, , », si ha 

Z:f:ìX = o, Y^ib, 
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ovvero, in virtù delle (35), 

h(y'-x'):^ix(y'-x') = o, 

2yx^ — tÄ(x* + /) — ih{x^ + / — 2ihy) = o, 
o ancora 

(fe If tx)(/ - xO = o, y(x' - h') - tÄ(x* + /) = o. 

Ne segue essere 

x = :^ihy y = ih; 

e quindi le rette m,, n, della superficie sono rappresentate dai punti ideali 
L, y Af , nel sistema ideale dei punti base. 
9° Per le rette m,, n, si ha 

Z±tX = o, Y=-ih, 

e quindi, in virtù delle (35), fotte le riduzioni 

(h ± ix)(y'- xO = o, yix' + F) = 0. 

Se ne deduce che dovrà essere 

fc = i t X , y =z qualunque ; 

cppcrò h due rdtó m,, «, della superficie sono rappresentate nel sistema 
idtaU d(fi punti base dalle parallele condoUe pd punii ideali alVasse y. • 
io'' Per la retta h^ sì ha 

Y=ib, Z = b, 

e quindi in virtù delle (35) : 

/ - A* - (a* +/ - 2 1 fc^) = o = X* — iby. 
Fra ì primi menibrì di queste due equa&oni si ha la relazione 
v(v' - to - «Ha- + vO = (y- ibXx' - iby). 
e quindi la rena b^ vieu rappnesenuta dalla parabola, di parametro im- 
maginario kix 

X* — iby = o; 

vale a dire U pioraMa imihriJmaìa dal sisUmu dei puna base rappresenta 
U rfUa *, della superfiàe. 

14. Se inv^^;x di prendere come punto immagine dd punto Af della 
superficie il punto di coordinate (x, v) sul piano X O F, prendiamo iL 
punto M' del piano ZX^ le h>rmule di rappresentazìoiie sono, come fu 
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awertito, alquanto più complicate; però non è senza interesse farne 
menzione. 

Aflinchè le (52) che qui scriviamo di nuovo 

(38) x = -J-, y = ii±i>, z = -4- 
I + P ' I + p ' I + p 

diano il punto sulla superficie che corrisponde ad un dato punto M' (*', :^') 
del piano ZX^ ß, bisognerà che p abbia tal valore da essere 

ih-{-fy = o, 
doè p = — ih : y. Con tale valore di p, avendosi 

, y — ih 

'+f = ^ » 

si avrà 

Da queste si ricava 
^ V hx' ih. 7' 

<4o) x = -^, y = ^- 

Trasformando le (35) con le (40) si ha la rappresentazione della 
superficie sul piano ZX coi parametri x'y\ H sistema lineare rappre- 
senutivo è il trasformato del sistema (36) per mezzo della trasforma- 
zione quadratica definita dalle (39). 

15. Cerchiamo le formule della rappresentazione piana, *utilizzando 
l'altra retta doppia r^ e la retta semplice w, (;( = tx, y=LÌh) non ap- 
poggiata ad essa, nel modo indicato al n** 12. 

Sopra la retta m, un pimto ha le coordinate 
X, ih, iXj 
e sulla retta r« un punto ha per coordinate numeri proporzionali ad 

/ , w , o, 
ove /, m sono i primi due coseni (o numeri proporzionali) di direzione 
di quel punto; epperò sulla loro congiungente un punto qualunque ha 
per coordinate espressioni delle forme 
(41) X=x + p/, Y = ih -{- ftn, Z = ix. 

Questo punto sarà dunque l'ulteriore intersezione di quella congiun- 
gente con la superficie, se 

[(x 4- p/)' 4- (ih + pmy + i'x'ji'x' — h\x + pi)' = 0; 
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cioè, fatti gli sviluppi, le riduzioni, e soppressa la radice p r=: o, se 
__ x[Qx + ihm)x--h'l) 

Possiamo porre m :l = y, e scrivere il valore di p nella forma 
^ V X (x -f- ihy)x — fe* 

Q42; p _ _ 2 — . (j^^a^^a^^a • 

In grazia delle (41) seguono allora per X, Y, Z ì valori 
y _ (x-f- tfe)>)x — y 

A_X-2X. (j^y)^a^^a , 

(43) / V -L (x + ihy^x — h^ 

Z = tx, 

coi quali viene appunto rappresentata la superficie quando come para- 
metri di un punto nel piano di rappresentazione si prendono x ed y. 
Facciamo anche qui l'analogo di quanto si è fatto nel n^ 13. Sul piano 

ZX abbiamo tfc -j- pm = o, quindi p = . Ne seguono i valori 

w 

di Xy Z, ovvero: 

(44) ^' = * — -y"> ^' = ix. 

Le formule inverse di queste sono 

(45) x=-i[\ y 



^ — ix'^:C' 

che danno una trasformazione quadratica^ la quale, applicata al sistema 
lineare rappresentativo corrispondente alle (43), dà il sistema lineare rap- 
presentativo della superficie, nel caso in esame, cioè in quello in cui al 
punto della superficie ulteriore intersezione di un raggio della congruenza 
(r^m^) si fa corrispondere la traccia di esso raggio nel piano XZ. 

S IV. 

Le coniche con sistema polare reale 
e le coniche immaginarie della superficie. 

16. Le coniche della superficie costituiscono 8 sistemi divera, in 
corrispondenza dei 4 fasci di rette e dei 4 fasci di coniche cui danno 
luogo i punti base del piano rappresentativo. 



:47) 
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Una qualunque di tali coniche, dovendo incontrare in due punti il 
piano delle due rette doppie, appartiene all'una, o all'altra di due cate- 
gorìe ben distinte ; quella delle coniche che incontrano una retta doppia 
ìq due punti e non hanno punti comuni con l'altra, e quella delle co- 
niche che incontrano in un punto solo ciascuna delle due rette doppie. 
Alla prima categoria appartengono due diverse serie in ciascuna delle 
quali vi sono oo' coniche reali o con sistema polare reale ; alla seconda 
ne appartengono sei, le coniche delle quali sono tutte con sistema polare 
immaginario. 

17. a) Costruiamo le formule per la rappresentazione parametrica 
degli otto sistemi di coniche. 

Sul piano rappresentativo i fasci di rette coi centri nei punti base 
00^, P, L, , M, hanno rispettivamente per equazioni 
(46) x = Jt, y = kx, y — ih = k(^x — tè), y — ih = k(x -{- ih^y 
ove k è una costante che definisce una retta in ciascun fascio. Ne segue 
che sulla superficie le corrispondenti serie di coniche hanno per rappre- 
sentazioni parametrìche rispettivamente : 

/v_ feÇy'-fe') /y_ (k*-i)x' 

1^— y(j^2ih)-^k' l (k'-\-l)x — 2Ìhk 

X _ 2k'y-ib(k'-{-f) ) 2kx^-ih(F-^i)x 

'y — y(j^2Ìh)-\-k' 2 \/ — Ç^k'-\-l)x-2ihk 

Y-— y^y^2Ìh)-{-k* V ~ (k'-^l)x — 2ihk 

I _ x[(k*-i)x-ih(i-ky] ly _ x[(k'-i)x-[-ihÇi-\-ky] 

^— ()fe'_|-i)x + t/,(i — jk') l^— Çk'-\-i)x — ih(^i~k') 

.)„ _ 2kx'-\-ih(i—k')x—hXi-ky o)y_ 2kx'-^ih(i—k')+hXi-\-ky 

5 y — (jfe»+i);c+lXl-*0 ) (k'-\-l)x—ih(l-k') 

7 _ h[(k'-i)x-ih(^i-ky] I _ h[(k' — i)x-{-ih(i-{-ky] 

y-— (jt»_|.i)x + ,/;(i_F) \ (V— i)x-j/;(i— Jfe') 

Sullo stesso piano rappresenutivo, i 4 fasci di coniche che si pos- 
sono formare coi punti base 00, £,, M,, PP, dove PP sta ad indicare 
ciie P è da contarsi come l'assieme di due di tali punti riuniti sulla y = o 
(tangente comune in P delle cubiche del sistema rappresentativo), hanno 
Coazioni che si formano subito osservando che le tre coppie di lati op- 
posti del quadrangolo 00 L, M, P sono date dalle equazioni 
(48) X := o, y=:ib', x = ih, y = x; x = — ih, y =z — x, 
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e che perciò 

/la eq. del fascio (ooI,Af,P) è (x—ih){y+x)—k(x-{-ih)(y—x)=o 
. .1» » » (ooLjPP) » y(x — ih) — kx(y — x)=o 

V» » » (L,M.PP) » ^(3,_ifc)_JtO^* — jc')=o, 

dove i^ è un parametro variabile da una conica all'altra in ciascun fascio. 
b) Le precedenti equazioni possono ordinatamente scriversi come 
segue: 
(49.) (i-^k)x' + (i-k)xy-(i-kyb.x-(i^k)ih.y = o, 

(49,) kx'-\-{i—k)xy- ih y = o, 

(493) kx' — {i—k)xy — ihy = o, 

(4O kx^ + (i-k)y*-ihy = o, 

dalle quali si vede che le (49,), (49,), (49,)> hanno all'infinito oltre che 

il punto ooy, rispettivamente, i punti di direzione 

i—k' Jk- I ' *— I ' 

e che perciò le rette, le quali, insieme a quelle coniche, costituiscono la 
immagine completa di una sezione piana della superficie, sono le rette 
di equazioni (n° 14 in fine) : 

(49'.) y = -^^' 

(49;) y-ih = -^-=-^(x-{-ih-), 

(49'i) )• — ih = 7 ^ ^* "" **^ ' 

ovvero 

(i-k)x-(i-^k)y = o. 

Moltiplicando queste equazioni ordinatamente per le (49,) , (49a), 
(49j) membro a membro si ha : 

(:4%)(49d^(i-k')x^-hk.x^y-(i-k^)xf-(i~kyih.x' 



. „ X , (49,).(49;) ^ k(i - k)x^ + (I - 2k)x^y - k(i - k)xf 

^^ '^ ^ -\-ihkx' -{-ihky'-{-h'y = o 

(,o ì l (49,)-(49;) = Ki - *)-v' - (I - 2*)x'>- - Hi - V)xf 

^^ '^ I —ihkx' — ihky' — h'y = o; 
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epperò, confrontando con la (36) scritta nella forma 

[ — Ax'-\- iBx'y -{- Axy' + (- Bih — C/» + D)x» 



^^' • ■^(—Bib-\-Cb-\-D)y' — 2Dih.y = o, 

si avranno rispettivamente le condizioni: 

A= — (^i—k'), B = -2k, D = o 



(^'■^ I - Bih —Ch = — (i— kyih, —Bih-{- Ch = (i-{- ky.ih; 

!A = k(k—l), 2B=l—2k, —2Dih = h* 
— Bih-\- Ch + D = ikh 
— Bih-Ch-\-D = ikhi 

lA = k(i—k), 25 = — 1 + 2*, —2Dih = — h' 
(jij) ] —Bih-\-Ch-\-D = —ikh 

( -.Bih—Ch + D = — ikh. 

e) Le (51,) danno 

A = k*—i, B = — 2k, C = (i+Jfc*)t, D = o 

e rappresentano perciò un cono quadrìco che ha il vertice nell'origine. 
Se X, y, Z sono le coordinate di un punto di tal cono, si dovrà avere 

(k* — i)X — 2kY -\- (i + k').iZ z= o , 
ovvero 

(X+iZ)k' — 2Yk-X-^iZ = o, 

tà anche (col derivare rispetto a k) : 

(X + tZ)Jt— F=o, 

ovvero 



Çi + iZ)- 

Ne segue che l'equazione del cono in coordinate di punti è 

Y' 2T y , . y _ 

T+7Z ~ x + iZ - ^ + »^ - 0' 

ovvero 

(52) r + (x + iZ)(x — tZ) = o; r + x' + z* = o, 

cbe è il cono isotropo col vertice nell'origine. 
S) Le (51,) danno 

^ ''appresentano un cilindro con le generatrici parallele all'asse Z. Se 

^»mi, Ckt. Msttwi. PûUrmo, t. XVII (1903). — Stampato il 7 Aprile 190). ao 
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Xy 7, Z sono le coordinate di un punto di un tal cilindro, â dovrà avere 

ovvero 

2X.k' — 2(^X+ r)*+ y + iA = o, 

ed anche (per derivazione rispetto a Jk) : 

4*.X-2(X+ y) = o> 
ovvero 

Ne s^:ue che l'equaàone del cilindro in coordinate di punti sarà: 

ovvero : 

(52.) (X+n-2CY+ih)X = o 

od anche: 

X*+Y'-2ÌhX = o. 

e) Le (jij) danno 

e rappresentano un cilindro la cui equazione in coordinate di punti, tro- 
vata in modo analogo alla precedente, è 

ovvero : 

(523) r+ y' + 2Ì/;X=o. 

f) Le (49^) hanno all'infinito i punti di direzione (simmetriche ri- 
spetto all'asse X) 

eppcrò, ciascuna di esse, presa assieme alla retta all'infinito del piano di 
rappresentazione, è la immagine di una sezione piana della superficie. Se 
dunque si indica con 'k una costante qualsiasi, la equazione 

-kkx' + >(i — Jt)/ — lih-ky = o, 

identificata con la (36') dà 

A = o, B = o, -a + D = X*, a + i) = X(i— jt), 2Dih = ih\ 

ovvero : 

A = Oy B = o, C = -^ r > D = — . 

' ' 2b ' 2 
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Ne s^ue che ì piani delle sezioni immagini delle coniche del fascio 
(4J^) sono i piani paralleli al piano delle due rette doppie ; ciò che del 
resto poteva dedursi pure dal fatto che la retta doppia all'infinito della 
superficie è rappresentata (n* 13) dalla involuzione ciclica che le ap- 
pardene. 

g) La retta data dalla prima delle (46) ha per punto all'infinito il 
punto all'infinito dell'asse y; epperò, essa, presa assieme alle due rette PL^^ 
PM^ dà l'immagine di una sezione piana della superficie; ma PL^^ 
PM^ danno la retta doppia al finito'; dunque le rette parallele all'asse 
j sono le immagini delle sezioni della superficie (circoli, cfr. n° i) fatte 
con piani passanti per tale retta doppia. Anche, il confronto della equa- 
acne 

Çx - k)(j' - x') = xf - x' + *x* - */ = o 

con la (36'), conduce alla stessa conclusione, giacché si ha 

A=iy J5 = o, D = o, CÄ = — É, 

e quindi hX -\- kZ ^=^ o come equazione del piano che contiene la co- 
^ca di cui la retta x = k è l'immagine nel piano di rappresentazione. 
b) Fra le coniche del sistema di quelle che appartengono ai piani 
d^Ue due rette doppie, vi è il cerchio assoluto; la sua immagine si ot- 
tene dalla (49^ per ^ = 7; per jfe = -i- si ha, in fatti, -4 = 0, B = o, 
C =0. 

Del resto, per ik =5 i , la (49^ diventa 

dS 3) X* + / — 2fcj> = 

^tàe esprìme q)punto essere 00 i vabri delle X, F, Z dati dalle (35) 

C^^r ogni coppia di valori delle x, y che soddisfano a questa equazione« 

Î) Riassumendo le conclusioni contenute in b), e), d), e), /), g) 

^li^biamo, chiamando congiunte due coniche della superficie contenute in 

^^Mio stesso piano, che fra gli otto sistemi di coniche della superficie due 

^<sutno per piani i piani delle rate doppie, e contengono, perciò, coniche 

^^^^^Dn sistema polare reale e coniche con sistema polare immagmario ; gli 

^^Ì4ri sei si distribuiscono in tre coppie congiunte, % cui piani hanno per in- 

'^■^iluppo un cono isotropo (quello col vertice nel punto P) e due cilindri 

^'iwcolari coassiali immaginarli coniugati; e contengono, perciò, tutti co- 

>=û.che con sistema polare immaginario. Le coniche di uno dei primi due 

sistemi sono, come già venne osservato al n** i, tutte circoli 
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SV. 

La amüüiiü oe delle ronirhr leafi 



\ 



i8. I^sponiaiDO b superficie in gmsa cfae il pbno ddk due 
<loppie «I il piano orizzooale di projezkxic, e cfae il pnno ^ sii il 
Tcrticale. Allora^ s^^do k superfide oJ piano orîzzmiaJe ^ = i, 
sezsoDe si prdetteri orizzoatafanente, in Tcn grandezza, ndh conica 

i X <* / 




(yF^^) 



Segando, in vece, col piano, normale al piano veracale Z= \Xy 
§eàone si pcciexxeti orizzontalmente nella dHsse 

ovvero: 

Ora, la costruzione delle coniche (54), (55) per ogni coppia di va — 
lori di Jir e 1 si fa nel modo el^antissimo s^uente. 

Sia X 7 Tasse di proiezione, s la retta principale che raccoglie 1^ 
due proiezioni deUa retta doppia della superficie, ed s.XY^ P il cen — 
tro della superficie stessa. Sopra XY e sopra 5, a contare da P, pren — 
diamo i segmenti PH^, PH" egxiali ad Ä, e sopra PH^, come dia- 
metro, descriviamo il circolo 9. Diciamo /, la ungente a ç in ff ^ , ^ 
tracciamo il piano orizzontale x che disti di un semento PK" = k <^h 
dal primo piano di proiezione. Se, fatto centro in P, col raggio k de- 
scriviamo un circolo che tagli 9 in 1, M ed X 7 in iT, e poi tracciata 
h H^L che incontri la s in iST, conduciamo la parallela PL' ad H^L 
che incontri L Af in L' e misuriamo sopra P F il segmento PK^ = PL\ 
avremo successivamente: 



pv=k' = LH^.NL =fiF^^\PL = ^ìr^n^\PK^ , 



f 
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dondt 

PK = *' 



epperò, sarà PK^ uno dei semi-assi reali dell'iperbole (54), mentre PK" 
oe è uno ideale. La costruzione di questa iperbole si farà, quindi, im- 
mediatamente, poiché, congiungendo il punto ove la retta principale che 
esce da K^ incontra la traccia verticale k^ di x> ^1 punto P, si avrà, 
nella congiungente, un assintoto dell'iperbole stessa. Si può anche osser- 
vare che PN ne rappresenta la distanza focale. Infatti, si ha 

PN:PL = PH^:H^L; 
cioè 

PN= ** 



e dalla equaàone (54) à vede che la distanza focale è appunto 

Tracciamo ora un piano qualunque per la retta doppia al finito; 
epperò un piano che abbia per traccia orizzontale la j, e per traccia 
verticale una retta arbitraria jk, condotta per P. Questa Jk, incontra, fuori 
di J>, il circolo f in G ; tracciamo h H^G che incontri la retta s in 
-P'> la parallela per P ^ GH che incontri la retta principale condotta per 
^ in D, e poi prendiamo su P 7 il segmento PE=PD; avremo successi- 
vamente, per essere X = tg(/,, Pr) = cos(Py, H,G): 

PF = P//,.tg(P7, //.G) = 4-, 

PE = PD = FG = PF cos GFP=Ì-' 



opperò, saranno PF, PE ì semiassi dell'ellisse (55), la quale si potrà 
Cosi costruire molto facihnente come figura affine del circolo di centro 
^ che ha servito a trovare PE. Si osservi che il segmento Pfrappre- 
P^esenta la distanza focale di una tale ellisse ; poiché si ha : 

PG'=Plf,. cos» GP/Ï. = -^, = (4-Y- (^ / y. 

La soluzione del problema: data la seconda proiezione di un punto 
Ä<C" della superficie, costruire la prima, si fa costruendo, come precede, 



ts3 



la ellisse prima protezione del 
normale al piano verticale la 
costruendo b prima proierione 
traccia verticale passa per Af", 
eUìsse, o a quest'iperbole^ eoa 
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b ellisse prima proiezione del circolo della superficie situata nel pian 
normale al piano verticale la cui seconda traccia sia la PM'\ ower 
costruendo la prima proiezione della sezione col piano orizzontale la ci 
traccia verticale passa per M'\ e poi cercando i punti comuni a quel) 
ellisse, o a quest'iperbole, con la retu prindpale che passa per Af". 

NapoH, 16 febbraio 1903. 

A. Del Re. 



SULLE EQUAZIONI LINEARI ALLE DERIVATE PARZIALI 
DEL SECONDO ORDINE 
CON n VARIABILI INDIPENDENTI. 

Nota di Pietro Burgatti, in Roma. 



Adunant« dell'S febbrajo 190]. 



Quando la risoluzione d'un problema dipende dallo studio di una 

^Uazione alle derivate parziali d'un certo ordine con n variabili indipen- 

^^ti, è utile di riconoscere anzitutto, se tale equazione sia riducibile o 

^o ad un numero minore di variabili, con opportune trasformazioni. 

Questa quìstione si risolve in un modo assai semplice per le equazioni 

*^eari del 2® ordine, ed è trattata nel primo paragrafo di questa Nota. 

Nel secondo paragrafo faccio lo studio di un altro problema preli- 

^^Uiare : di riconoscere cioè se l'integrazione di un'equazione lineare del 

^ ordine sia immediatamente riducibile o no all'integrazione successiva 

^ due equazioni del i** ordine. Io risolvo però questo problema sol- 

^^nto per una classe particolare d'equazioni, che fu considerata già dal 

-^^of. DiNi *), e per la quale valgono certe considerazioni, che ebbi oc- 

^*^sione di sviluppare in altra mia Nota **). 



I. Sia data l'equazione 

^'' r 



<^'> Ì.^.A+5'^.|r + ~* = » c^" = 4.). 



*) Memorie della R. Accademia dei lincei, 1901. 

**) Di alcuni ifwariafUi, ecc (R. Accademia dei Lincei, 1896). 
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essere: 


^.. 


^» 


. . . 


^.. 








C.-K, 


C.-ÜT. 


• • • 


C.-K 



= o, 



Quando le condizioni, che abbiamo enunciate, sono soddisfatte, si 
potrà ridurre la (i) a una variabile di meno ; ma non sarà possibile ri- 
durla a due o più variabili di meno, quando esista ahneno un minore 
dell'ordine n — i di -^ diverso da zero ; mentre, se tutti questi minori 
sono nulli, tale riduzione potrà farsi o no. Per giungere quindi a risul- 
tati più precisi occorre considerare il caso generale, in cui insieme al de- 
terminante A siano nulli tutti i minori fino a quelli dell'ordine n — p-f-i, 
e che almeno un determinante dell'ordine n — p sia diverso da zero. 

Supponiamo che ciò sia. Allora soltanto n — p delle equazioni (4) 
sono distinte ; .e, perchè la riduzione sia possibile, bisognerà pertanto che 
esse abbiano delle soluzioni comuni. Vi sono perciò due casi, che è bene 
di considerare separatamente : o il sistema formato da quelle n — p e- 
quazioni distinte è completo, oppure è riducibile ad un sistema completo 
coU'aggiunta di altre equazioni distinte fra loro e dalle precedenti, m 
numero di p — i al più. 

Nel primo caso esisteranno p e soltanto p soluzioni comuni distinte. 
y,_ uguali a quelle soluzioni, è chiaro che 



Prendendo v^ , v,_, , . 

nella (r) risulteranno nulli i coefficienti 

5..,.5..._., 



D. 



Allìnchè nella (T) manchino anche i termini che contengono le de- 
rivate prime rispetto a y, , v,_, , • • • , y«_^^i > ^ necessario e basta che 
siano nulli i coefficienti £, , E^_^ , • . . , ^m-f^i • ^^^> P^'' quanto si è 
detto, questi cvx^fficienti hanno rispetUN-amente le espressioni 



c>.v. 



V(C-A-J%^. ... Y^C-K,)^-^ 



y .'—1-1 



devono essere soluzioni dell'e— 



per consos^uen.u v, , v,_ 
qua .-ione 

IVjsIk^ ciò avvenga, è necessino e basa che questa equazione sj»- 



^(c--,-A-,)4f = o. 
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una combinazione lineare delle n — p equazioni considerate più sopra ; 
giacché essQ^ per ipotesi, formano un sistema completo. Se la (5) non 
è una combinazione lineare di quelle, l'equazione data non potrà ridursi 
a p variabili di meno ; ed allora bisognerà unire la (5) a quel sistema 
completo, ed esaminare quante soluzioni distinte ammette il nuovo si- 
stema cosi formato. Se sono in numero di 5^ (e sarà q <C/>)> l'equazione 
data si potrà ridurre a q variabili di meno. 

Nel secondo caso, quando cioè le n — p equazioni distinte delle (4) 
non formano un sistema completo, ma hanno delle soluzioni comuni 
non costanti, si potranno aggiungere (con metodi noti) a quelle equa- 
zioni delle altre in numero di m <^py in guisa da ottenere un sistema 
completo. Il quale perciò ammetterà p — m = h soluzioni comuni di- 
sunte, ed allora, prendendo y^ , y^_^ , • • • > ^«^jb+i uguaH a queste solu- 
zioni, i coefficienti 

^s.n y -B,,n-i > • • • > ^s.n^h^i (l = I, 2, ... fi) 

risulteranno nulli. Quanto all'equazione (5), può avvenire che essa sia 
una combinazione lineare delle equazioni di quel sistema completo; nel 
qual caso è chiaro, per le cose dette, che anche tutti i coefficienti E^ , 
£^,, ..., f^.fc^., saranno nulli. Cosi l'equazione data sarà ridotta ad fc 
variabili di meno. Ma se la (5) non soddisfa a tale condizione, bisognerà 
unirla a quel sistema completo, ed esaminare quante soluzioni distinte 
ammette il nuovo sistema cosi formato. Se sono un numero dì q(q<^ h), 
l'equazione data si potrà ridurre a q variabili di meno. 

In particolare, affinchè la (i) sia riducibile a due sole variabili è ne- 
cessario e basta : i) che A sia nullo insieme a tutti i minori fino a quelli 
del f ordine almeno ; 2) che, se queUi del secondo ordine non sono 
tuta nulli, il sistema 

'<„|J + -<,.|^ + - + 4.1^ = 0, 

essendo res scelti convenientemente, sia completo ; e siano tutti nulli 
i minori della matrice 

• • '^m 

. . C. — K^ 



Ar 


A. 


< 


A. 


C.-K, 


C.-K, 
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l) che, m acche i minori del 2^ ordine dì A sono nulli^ il sistenm 

(c.-ir.)||-+...+(c.-irj|i = o 

sia completo ; nel qual caso, par ottenere k riduzione^ si prenderanno 
per y^t y^t -' *i In ^^ ^ — ^ soluzioni di questo sistema ; e sarà anche 
utile di prendere per y^ mia soluzione della (-|-) distinta dalle prece- 
deati. 

Se in quest'ultimo caso fossero nulli i minori della matrice 

C, — K^ C^— K^ . . . C^ — K^ 
l'equazione data sarebbe riducibile alle derivate ordinarie. 

a. Considereremo ora le equazioni del tipo (i) riducibili alla forma 

(6) A„ VlUiZ)] + Jg,|| + NZ = , 

essendo A^^ 7^ 0, e 

(t/C/) = |^ + >,|^+ ■••+>. 1^ 

Tale riduzione t possibile quando k forma quadratica 22' ^''^^^> ^ 
può porre sotto k forma 

Allora è facile vedere che -r^ = X e — ^ = t*. sono le due radici del- 

l^equa^one 

(8) ^,^V-2.f,,> + 4, = = 2, 3_.. n). 

Per mezzo delle (2), l'equazione data (i) si trasforma nelk (1'), 
i cui coefficienti sono definiti dalle formule (5). Ma k (i) essendo rir 
ducibile alk forma (6)> si ha evidentemente 



f 
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Supponendo £,, ^ o, si ricava subito 

per conseguenza possiamo porre 

essendo V. e [l[ le due radici dell'equazione 

CS) 5,.V' - 2B„W + 5„ = o (. = ,, Î. ... «). 

Sviluppiamo ora le operazioni indicate dal simbolo f^[U(yJ\. Sepa- 
rando i termini del secondo ordine da quelli del primo, e notando che 

KV-s + V-r^ — T" -7" + T- T~ — "-j— > 



baba 
â ottiene facilmente la formula 

Di qid possiamo ricavare la somma doppia e sostituirla nella espres- 
sione di £., data dall'ultima delle (3); si trova 

<lvimdi 

£,=<.>:Ftc7(^.)]+^..r(x.oc7(y.)4.c.|j+J[c-^„ra)]|j 

'a ' 

(t =r 2, . . . , fi) ; 

dalle quali, eliminando ^[C^ (>,)], si ottiene 

KB,-E, = -A„yO.'äü(y,} 

Osservando poi che, in virtù delle (9), si ha 
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la precedente formula si può cambiare nella seguente: 
Notiamo ora che 



e quindi 






ma, essendo 
si deduce 
avendo posto 



Da tutto ciò risulta che 

A. y^'ò U(yd = A, U(y,) V(yd V. (\0 = K V. OD ; 

per conseguenza la formula (io) diventa: 

KE,-E,+ B„rM 

= £t\c,-c, + ^„FW](|i-.;|ì.), 

che potremo scrivere più semplicemente sotto la forma 

co n = %'\^^-v.^) (. = ...... 

ponendo 

Si osservi che /,' è formata coi coefficienti dell'equazione trasfor- 
mata nello stesso modo come /, è formata con quelli della proposta. 

Le formule (i i) sono quelle alle quali volevamo giungere. Esse di- 
mostrano che le espressioni I^ formano un sistema di n — i invarianti 
nmultanei della equazione data. U determinante 
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dell'ordine n — i è diverso da zero. Infatti, sviluppandolo conveniente- 
mente e ordinandolo secondo le X', si trova 

d(x„ x^ , ... , xj ' d(x„ X3 , ..., X J ' à(x^...xj 

Tenendo poi conto delle (9), e sostituendo al simbolo U(J) la sua 
espressione, si ottiene infine, dopo facili riduzioni, 

''-ü(^,)a(x„.v„...,xj' 

dò che dimostra l'asserto. 

Si ottiene un secondo sistema d'invarianti simultanei scambiando le 
X con le (I. Essi hanno quindi l'espressione 

/. = ^n Uil^.) + {*. C. - C. (. = 2. . . . n). 

Per le equazioni a due variabili, questo doppio sistema d'invarianti 
simultanei si riduce ai due invarianti che si trovano calcolati nelb mia 
Nota menzionata. 

Dalle cose dette risulta facilmente che l'equazione data si può scri- 
vere nei due modi seguenti : 

^„ nUiZ)] + e. £7(2) _ J /, ||- + NZ = o 

2 ^ S 

e 

^.. £/[^(^] + e. F(Z) - 5 /.-||- + iVZ + o. 

Per conseguenza se iV = o, e gl'invarianti di un sistema sono nulli, 
l'integrazione dell'equazione data si riduce subito all'integrazione succes- 
siva di due equazioni lineari del 1° ordme. 

P. BURGATTI. 



1 70 ESTRATTI DAI VERBAU DELLE ADUNANZE. 

Pepoli, Perazzo, Perna, Pincherle, Pintacuda, Piuma, Politi, Porcelli (S.), Retali, Ruf- 
fini. Russo, Sadun, Sansone, SchcflTers, Schlegel, Severi, Sinigallia, Somigliana, Straz- 
zeri, Tagliarini, Taschetti, Tedone, Toja, Torelli, Valeri, Veneroni, Verde, Vitali, Vi- 
terbi, Vivanti, Volterra, Zanotti-Bianco. 

Aperte dal Presidente queste 94 lettere, si sono trovate altrettante buste piccole 
chiuse. Aperte dal Presidente le anzidette 94 buste piccole, si sono trovate altret- 
tante schede di votazione. Fattone lo spoglio dal Presidente, assistito dai Segretart, 
si è avuto il risultato seguente: 

Soci del Circolo (addi 18 gennajo 1903) 189 — Votanti 94. — Scheda bianca i. 

Residenti. 

Albeggiani eletto con voti 89 

Gebbia » » » 91 

Gerbaldi » » » 90 

Cuccia » » » 92 

Torelu » » » 92 

Non residenti. 

Bianchi (Pisa) eletto con voti 91 

Capelli (Napoli) » » » 90 

Cerruti (Roma) » » » 88 

Cremona (Roma) » » » 90 

Del Pezzo (Napoli) » » » 88 

Del Re (Napoli) » » » 79 

DiNi (Pisa) » » » 90 

Loria (Genova) » » » 89 

Mittag-Leffler (Stockholm) » » » 91 

Pascal (Milano) » » » 90 

Peano (Torino) » » » 89 

Pincherle (Bologna) » » » 87 

Poincaré (Paris) » » » 92 

ToNELU (Roma) » » » 83 

Volterra (Roma) » » » 88 

Riportarono inoltre voti i sod: 

Alagna i, Angelitti i, Appell i, Bertini 5, Berzolari 3, Burali-Forti 2, Caldarera 2, ^^ ^ 
Castelnuovo 3, Certo i, D'Ovidio 6, Enriques 4, Jung i, Levi-Civiu i, Malsano 3, « ^ Î 

Martinetti i, Montesano 3, Morera 2, Picard 2, Ricd 3, Segre 6, Somigliana 2, Ven -^ 

turi 2, Veronese 5, Vivanti i. — Voti nulli 5. 

Il Presidente comunica ai sod il risultato della votazione. Approvato dall' A»- - 
semblea il presente verbale, la seduu è tolu alle ore 17,45. 



ADUNANZA DEL 25 GENNAJO 1903. (Presidenza F. Caldarbra). 
Corrispondenza. — I signori Prof. Cesare Arzelà e Ing. Domenico 
Manna si dimettono da sod del Circolo. 
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Memorie e Comunicazioni. 

VENERONI : Appunti alla mia Nota : « Su alcune congruente di cubiche gobbe ». 
(Questi Rendiconti, tomo XVI, pp. 209-229). 

a) La proposizione del .n° i va, com'è chiaro, corretta così : <üLe C^ di un sistema 
di ordine \ero e classe q sono situate su una stessa superficie di ordine m, avendosi in ge- 

, m(m — i) - . , . 

wterale q =: — ^ ». La correzione non importa conseguenza nessuna nel seguito. 

Della sua necessità mi avvertirono i ch.°** Prof.' Segre e Pieri, che ringrazio vi- 
vamente. 

b) La dimostrazione del Teorema del n° 3 lascia il dubbio che possa esistere una 
C*~* di punti singolari, per cui passino tutti i coni Fp , e a cui ogni CJ si appoggi in 
^(^ H~/ — ^) punti: ogni corda di ogni CJ sarebbe unisecante di C*^', che sarebbe, 
così, di genere /> ; e ogni unisecante di CJ e di Cj""' sarebbe corda di CJ. Tale ipo- 
tesi, però, si esclude. Infatti projettando da un punto P una CJ e la Cj~', si otten- 
gono due coni Fj e FJ"' : una retta comune a questi due coni, unisecando CJ e 
CJ~', è corda di CJ; viceversa una corda di C^ per P unisecando Cjf__, , le rette co- 
muni ai due coni sono le corde di Cjf per P, contata ciascuna due volte. Ciò porte- 
rebbe all'assurdo 

»(»— i) = (« — i)(fi — 2) — 2p doè P=i — ». 

e) La costruzione della sunerfide di Weddle, data al n® 12, segue direttamente, 
come mi notò il Prof. Pieri, dalla sua proprietà di essere il luogo dd coni quadrid 
passanti per 6 punti. Tali sono, invero, gli appoggi di una cubica passante per 5 di 
questi colla sua corda uscente dal 6°. La costruzione da me ottenuta per tutt'altra 
strada ha dunque un certo interesse di controlio, ma non pregio di novità. 

d) Alla noca del n° 6 vanno aggiunte le dtazioni seguenti, riguardanti le ricerche 
dd eh ° Prof. MoNTESANO sui sistemi di coniche, che rappresentano dò che di più im- 
portante si sia fatto sull'argomento: i) Su un certo sisttma lineare di coniche nello spazio 
(Atti Acc. Torino, voL 27); 2) Sulle congruente lineari di coniche nello spazio (Rend. 
1st Lomb., 1893); 3) Sui vari tipi di congruente lineari di coniche nello spazio (Rend. 
Acc Napoli, 1895 ; due note). Il sistema lineare di coniche (6-secanti una Cy ), che è 
diffusamente studiato nella prima di queste Memorie, offre un opportimo riscontro 
colla congruenza di cubiche trovata da me al n° io. 



ADUNANZA DELL'8 FEBBRAJO 1903. (Presidenza F. Caldarera). 
Il Presidente fa noto ai sod che, dopo la seduta straordinaria del 18 gennajo 
190J per la Elezione dd Consiglio Direttivo a' sensi dell'Art. 18 dello Statuto, sono 
pervenute all'Uffido di Presidenza altre 4 buste chiuse con l'intestazione «Elezione 
dd Consig^ Direttivo pel triennio 1903-1904-19051», e doè: 
una il 19 gennajo 1903 a firma dd sodo Appdl, 
una il 19 gennajo 1903 » » » » Mendizàbal Tamborrd 
una il 23 gennajo 1903 » » » » Cassani 
una r8 febbrajo 1903 » » » » Del Giudice. 
Si delibera di bruciare queste 4 buste. 



lya ESTRATTI DAI VERBALI DELLE ADUNANZE. 

Il Presidente partecipa ai sod che il Consi^o Direttivo ha scelto il prof. G. B. 
Cuccia quale « Delegato per ^dirigere la pubblicazione dei Rendiconti » pel triennio 
1 903-1 904-1 905 (Art. 20 dello Statuto). 

Ammissione di nuovi socL — Dietro votazione a chede segrete, il prof. Henry 
Tresawna Gerrans (Oxford), proposto dai sod Gucda e Gerbaldi, è eletto socio 
non residente. 

Memorie e ComunicazionL 

BURGATTI : Sulle equazioni lineari alle derivate parziali del secondo ordine con 
n variabili indipendenti, 

ADUNANZA DEL 22 FEBBRAJO 1903. (Presidenza F. Gerbaldi). 
Memorie e Comunicazioni. 

DEL RE : Sulla teoria degli assi^segmenti, 
DEL RE: Sopra una superficie del 4" ordine. 



ADUNANZA DELL'S MARZO 1903. (Presidenza F. Caldarera). 
Memorie e ComunicazionL 

TED ONE : Sulle equa:^ioni delV equilibrio elastico per un corpo isotropo con spedak 
riguardo alle jor\e di massa e su alcuni problemi relativi alla sfera elastica. 
MARLETTA : La trasformazione quadratica (2,2) fra piani. 



ADUNANZA DEL 22 MARZO 1903. (Presidenza F. Caldarera). 

Il Presidente dà il doloroso annundo della morte del sodo non residente Pro- 
fessore Dr. Fr. J. Studni^ka avvenuta a Praga il 21 febbrajo u. s. Il Circolo esprime 
le sue profonde condoglianze. 

Ammissione di nuovi soci.— Dietro votazione a schede segrete, il Dr. Carlo 
ToFFOLETTi (Venezia), proposto dai sod Ried e Levi-Qvita, è detto sodo non residente. 

Memorie e Comunicazioni. 

TOFFOLETTI : Sulla fun:^ione del modulo massimo nelle trascendenti intere di ^^• 
nere finito. 

ADUNANZA DEL 12 APRILE 1903. (Presidenza F. Gerbaldi). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete, i signori : 
Dr. Salvatore Composto (Lovere), proposto dai sod Fazzarì e Gucda, e Dr. Guido 
FuBiNi (Catania), proposto dai sod Gpolla e Mignosi, sono detti soci non residènti. 

Memorie e ComunicazionL 

PASCAL : Su di una equazione differeniiale di forma piii generale di quella di Rie- 
CATi^ e sul rapporto anarmonico di quattro radia di una equazione algebrica a coe^ 
variabili. 

GIUDICE: Sulle successioni di numeri reali. 

F. G^ a. B. a. 



LA TRASFORMAZIONE QUADRATICA (2, 2) FRA PIANI. 
Nota del Dr. Giuseppe Marietta, in Catania. 



AdunAozfl deU'8 marzo 1903. 



Tranne due brevissime note *) d'indole assai particolare, sembra 
che le trasformazioni algebriche piane (2, 2) non siano state ancora stu- 
diate geometricamente. 

Da parecchio tempo mi occupo di quest'argomento; e prima di 
pubblicare il risultato dei miei studi, che trattano la quistione da un 
punto di vista generale, ho stimato opportuno di presentarne un saggio 
^ questa Nota, considerando a parte il caso della trasformazione qua- 
dratica, che può star benissimo a sé, e che oflFre un interesse speciale 
^ motivo di certa eleganza di caratteri e semplicità di struttura, che la 



Tutte le proprietà di questa trasformazione si dedurranno per mezzo 
eli una certa superficie dello spazio da quattro dimensioni (dove suppor- 
^«mo immersi i due piani), la quale permette di costruire e studiare ef- 
fi<acemente la più generale trasformazione quadratica (2, 2) fra piani. 

Poi si assegneranno altre quattro costruzioni di questa corrispon- 
denza: le prime tre senza uscire dai piani, l'ultima con l'intervento di 



*) VisALU, La trasformarne quadratica (2, 2). Rendiconti del Circolo Mate- 
inatìco di Palenno, t III« 1889. 

BuRAU-FoRTi, SuïU trasforma^ni (2, 2) che si possono ottenere mediante due 
^^f^fùmaiùmi doppie. Ivi, L V, 1891. 
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_ -3> —^ -ir^ -Toro, che farà seguito a 

, ■ — - r^iir r-iijrzLizioni d'ordine più ele- 
.T^- -U- T-i^fZT; intorno alle trasforma- 



re i-^ìTippcsti) w e ir', riferiti al- 

-_ ^ -. ::: ruato qualunque del primo 

r - "izrrccamente, ad un punto qua- 

_ ^,=_ z»:-wJ:eremo con T e T'Me tra- 
-, .1 ,sz. i T Ì3 r', e di w' in 7:, 
_, . i-r— ^ •, corrisponda in w' una conica 

^riL- -:iii: .cppie di punti omologhi distri- 

^^^j^,^_- . - ; T ; e per conseguenza due l'ordine 

^,-.- _ ,=k rsa y di w'. 

^_^ _ - i i. t") sono cojigiunti, se corrispon- 

^ ,a(. ^ • * ^ -). In ciascuno dei due piani 

^ . jt xjni ^generalmente distmti). La corri- 

-. - ^ T . iiäcermina dunque in ciascuno di 

__ ^*i rascnxuzionc (2, 2) (simmetrica) che 

^^ T S ? immersi in uno spazio da 4 dimen- 
generiche q e j', chiamiamo cor- 
per 9 e l'altro per q', ogni qualvolta 
di r e 97'. 
rjBpfie di piani corrispondenti, generano 
L 5^ ed avente come doppia ciascuna 
M pimiD qualunque di una di esse, ven- 
(Ma consecutivi), nei quali il piano che 
HMD dai suoi piani corrispondenti. Ë chiaro 
Me corrispondenti nei due piani ir e 7;', 
i e k fioee di cotesta superficie : dalla 
della data corrispondenza (2, 2). 
IO un iperpiano B condotto 
mente la superficie in una curva 
"•^"^ua da questa reta su w', 
ipotesi ad una retta 





•A« 
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ana quadrìca dello spazio ordinario. — In altro lavoro, che &ri seguito a 
questo, tratterò di questioni inerenti a trasformazioni d'ordine più ele- 
vato, e dei fatti più notevoli d'indole precettiva intomo alle trasforma- 
zioni d'ordine comunque grande. 

1. Siano dati due piani (distinti o sovrapposti) ir e «', rìferid al- 
gebricamente fra bro in modo che ad un punto qualunque del primo 
corrispondano due punti dell'altro ; e reciprocamente, ad un punto qua- 
lunque di questo due punti di quello. Indicheremo con T e T"' le tra- 
sformazioni (l'una inversa dell'altra) di ir in «', e di ir' in ir. 

Inoltre ad una retta generica ; di «, corrisponda in %' una conica 
g' : sarà due, pertanto, il numero delle coppie di punti omologhi dtstrì- 
buite su due rette generiche di ic e ic'; e per cons^uenza due l'ordine 
della curva / corrispondente ad una retta / di 7e\ 

Diremo che due punti di « (e di «') sono congiunti, se corrispon- 
dono ad uno stesso punto di ir' (o di ic). In ciascuno dei due piani 
ogni punto è congiunto a due punti (generalmente distinti). La corri- 
spondenza presupposta fra ir e ir^, determina dunque in ciascuno di 
questi due piani, una nuova trasformazione (2, 2) (sinmietrìca) che 
chiameremo trasformaiiane congiunta alla data. 

2. Supponiamo i piani ir e 97' immersi in uno spario da 4 dimen- 
sioni 5^ ; e scelte in questo due rette generiche q e q\ chiamiamo cor- 
rispondenti due piani uno passante per q e l'altro per q\ ogni qualvolta 
proiettano due punti corrispondenti di ir e tc'. 

1 punti comuni alle 00^ coppie di piani corrispondenti, generano 
una certa superficie Û immersa in 5^ ed avente come doppia ciascuna 
delle rette q ^ q' l giacché in un punto qualunque di una di esse, ven- 
gono a coincidere i due punti (non consecutivi), nei quali il piano che 
lo proietta dall'altra retta è secato dai suoi piani corrispondenti. Ê chiaro 
che le coppie di punti o di linee corrispondenti nei due piani % e ic', 
avranno per immagini i punti e le linee di cotesta superficie Q : dalla 
quale si potrà far dipendere lo studio della data corrispondenza (2, 2). 

Per trovare l'ordine di U, consideriamo un iperpiano B condotto 
arbitrariamente per q. Esso seca ulteriormente la superficie in una curva 
e avente un punto doppio in q', e che proiettata da questa retta su ic', 
darà la curva corrispondente alla retta B?r. Ma per ipotesi ad una retta 
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qualunque di tt corrisponde in i^' una conica ; quindi la curva e è del 
quart'ordine. 

Ne s^ue che la superficie Ü è d'ordine sei : e che ad una retta 
qiialunque di tu' corrisponde in t: una curva /, che è anch'essa una co- 
nica (come già sapevamo), atteso che un iperpiano per q' secherà ulte- 
riormente Û in una quartica avente un punto doppio in ^, la quale sarà 
dvEnque proiettata da ^ su tt secondo una conica. 

3. La doppia infinità delle coniche f di w corrispondenti alle rette di 
y^^ — e analogamente quella delle coniche g' di n* , corrispondenti alle rette 
d£ -R — t un sistema d'indice quattro. 

Infatti per due punti qualunque -4 e 5 di tu, p. es., passano le curve 
f corrispondenti alle quattro rette di tz\ che uniscono i punti corrispon- 
denti ad A^ con quelli corrispondenti a 5. 

4. Viceversa è chiaro che mercè una superficie Ü di S^ del sesto 
o:Ä-dine, con due rette doppie (sghembe) q e q\ tali che un piano ge- 
r^ lìrico per una qualunque di esse, sechi ulteriormente la superficie in 
ci ^ae punti, si può sempre stabilire fi"a due piani tt e tz\ una trasforma- 

Lone (2, 2) del second'ordine. 



5. Sia Û la superficie di S^ mediante la quale si può stabilire fra 
i due piani w e ir', una data trasformazione quadratica (2, 2) (n° 2). 

Se O ed M sono due punti generici di Ü, Tiperpiano OM,q^^ 

^^^a ulteriormente Ü in una quartica avente come doppio il punto \q'^D. 

ÏX piano OD M seca un piano generico a in un certo punto M' , che 

^►ssumeremo come immagine di M. Viceversa, dato un punto M' di a, 

resta determinato un iperpiano M' , q ^ ^^ che seca ulteriormente Ü 

ixi una quartica con un punto doppio in D^àç': Il piano ODM* 

seca ulteriormente questa quartica in un sol punto M, che, com'è chiaro, 

Via per immagine in <x il punto M' . 

Con tale procedimento si ottiene dunque una rappresentazione piana 
univoa della superficie Û. 

L'immagine della sezione iperpiana generica viene ad essere una 
^1424,4415167 • I punti fondamentali i e 2 sono dovuti ai piani Oq* e Oq\ 
il punto 3 deriva da una quartica piana di 12 passante per ed inci- 
dente q t q\ \ punti 4 e 5 sono dovuti a due coniche della superficie. 
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ciascuna ìnddente q e q\ e contenenti il punto O *). Infine i due punti 
6 e 7 provengono dalle due rette di Q incidenti q e q'. A queste due 
rette corrispondono due quartiche ö;,,»,j^j^y e 0^1,»,,^^^^ . 

Le curve C* oltre a passare per i punti fondanotentaili, sono assog- 
gettate ad altre due condizioni lineari, consìstenti nel secare in coppie 
di punti coniugad secondo due certe involuzioni quadratiche, le due quar- 
tiche Q e Q\ 

6, Mediante una trasformazione quadratica, avente ü triangolo 125 
come fondamentak, le curve C* si trasformano in quartiche Qit>,4 • ^ 
ora, mercè un'altra trasformazione quadratica avente Taltro triangob 
123 come fondamentale, le O si trasformano in C,\,. Le quartiche Q 
e Q' vengon trasfonnate in due rette uscenti dal punto x. 

Da tanto segue che la superficie Ü si può sempre ottenere proiet- 
tando m 5^ una superficie del sesto ordine non rigata dello spazio da 
sd dimensioni. Basterà assumere come asse di proiezione .una retta ind- 
dente i piani di due coniche appartenenti ad uno solo dd tre sistemi di 
coniche che la detu superficie contiene. 



^ Che per un punto generico di O passi una (ed» eridentemente, una sok) 
quartica della superficie, in un piano incidente q t q'^ü (^mostra nd modo seguente: 
Osserviamo primieramente che una retta incìdente ^ e ^', non incontra ulteriormente 
n (se a quesu non deve appartenere^ e che quesu superficie non può contenere in- 
finite rette incidenti q (o q'). Detto dò, si proietti Q da un punto genetico ^ di ^ 
in 5j : si ottiene una superficie O' dei quarto ordine col punto A^^qS^ doppio, e 
la retu q' ^Aqf .5^ doppia. Inoltre, siccome ogni piano di S^ per A^ deve secare 
ÇV in una quartica razionale, esisterà in Q' un*altra retta doppia /, incidente q' . La 
f, deve essere la traccia in 5, di un piano x secante Q in una curva d'ordine x(^4\ 
avente A multiplo secondo x — 2, e il punto t qf come doppio. Non può essere x = 2, 
giacché in tal caso Q sarebbe costituita da infinite rette incidenti q*. Non può essere 
X = 5, giacché Tiperpiano t^' secherebbe ulteriormente O in una ietta passante per 
A^ dot Q sarebbe formau d'infinite rette incidenti q. Dunque deve essere x = 4. Es- 
sendo, ora, A un punto generico di 9, segue che per ogni punto di O passa una (ed 
una sola) quartica piana di essa superficie ; questa quartica ha un punto doppio in 9, 
e un altro in q'. 

Per dimostrare, poi, che per un punto generico di O passano due coniche incì- 
denti q ^ q'9 basta esaminare la proiezione in 5^ di Q da un suo tal punto» proieàone 
che è una superfìcie del quinto ordine con due rette doppie sghembe» una trìpb inci- 
dente entrambe queste rette, ed altre quattro rette (semplici) anch'esse incidenti le 
due rette doppie. 
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Alla medesima conclusione si può anche venire più speditamente, 
dopo avere osservato che la superficie Ü è razionale *) ed a sezioni iper- 
piiine ellittiche **). 

Concludiamo che ogni superficie Û, inerente a qualsivoglia trasfor- 
ri3^one quadratica (2, 2), è sempre rappresentabile in un piano cj me- 
di^inte un sistema e»"* di cubiche passanti per tre punti i, 2, 3, e secanti 
dL «-le date rette Q e Q' condotte per il punto fondamentale i , in coppie 
dx punti variabili coniugati di due date involuzioni quadratiche. 

7. Da questa rappresentazione risulta che la superficie 12 contiene 
tx"^ sistemi semplicemente infiniti di coniche (algebricamente distinti). Due 
c:^> niche di sistemi diflferenti hanno un punto in comune; mentre non 
s<z>iio incidenti due coniche di uno stesso sistema. 

Le coniche dei due sistemi (2) e (3) si appoggiano ad entrambe 
1^ rette ? e 9' ; mentre quelle del sistema rimanente (i), non hanno 
ail^zun punto in comune con quelle due rette. 

Per un punto generico di iì passa una sola conica di ciascuno dei 
tx-^ sistemi. 

L'iperpiano determinato dalla retta q (o q*) e da una conica del 
^^ eterna (2), p. es., seca ulteriormente Q in una conica del sistema (3). 
^^^gue che entrambi questi sistemi proiettati da q (o da q') su tz (o tu'), 
^^i^nno le tangenti di una stessa conica X (o [it.'). 

8. Lo spazio che proietta una conica (2) da 9 è tangente ad Q nel 
E^'^-onto, fuori da y', ove quella conica è incontrata dalla conica (3) già- 
^-^^^ute nel medesimo spazio. Se quindi chiamiamo curva limite di ic (o 
^^-^ te') il luogo dei punti di questo piano a ciascuno dei quali corrispon- 
^ï-5t.no due punti infinitamente vicini, possiamo concludere che, queste 
^m^rve limiti sono precisamente le coniche X e (x', le quali sono toccate due 
"^•^olU dalle coniche corrispondenti alle rette. 



*) NoETHER, Ueber Flächen weiche Schaaren rationaler Curven hesit^jen. Math. 
A^Tin., Bd. III. 

**) Del Pezzo, Sulle superficie delVn^" ordine immerse nello spazio ài n dimen- 
sioni, 5 XIIL Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. I, 1887. 

Le considerazioni precedenti non sono per altro inutili, come vedremo : esse d 
goderanno allo studio delle trasformazioni (2, 2) d'ordine n >• 2. 

Rmi. Cifc. Matem. Palermo, i. XVII (1903). — Stampato il 4 maggio 1903. 23 
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Indicheremo con X' e [it. le curve, che a queste corrispondono ri- 
spettivamente in 7c' e in tt, ossia le curve doppie di w' e tu. 

9. Fra le tangenti di X e quelle di p.' intercedono due distinte praiä- 
tività <ù ed co, : nella prima sono omologhe due rette proiezioni di una 
stessa conica del sistema (2) ; nella seconda si corrispondono due rette^ 
allorché sono proiezioni di una stessa conica del sistema (3). 

Per un punto generico A dì % passano due tangenti t ed m di X : 
gl'iperpiani qt t qm secano la superficie Û in due coppie di coniche (**, 
t\ ed w**, fw^; le f^ ni" appartenenti al sistema (2), e le /^, fw° al si- 
stema (3). 

Le coniche J^, nC[ sono incidenti, perchè appartengono a sistemi di- 
versi; e cosi anche le /% m**. 

I punti f w^ e t\ w° hanno per proiezioni da q su w, runico punto 
A^tm\ e quindi, proiettati da q* su tu', danno i due punti corrispon» ,, 
denti ad A per la trasformazione T (n° i). Chiamando /', <',, m\ m\ li . 
proiezioni di fy /°, w°, w° da ^' su tu', evidentemente si ha: cû^^I',^^ 
iù^t^t\y iùm^m\ a>, m ^ m\ e i punti omologhi di A sono dlM|^ 
que : ^' = w'/; , e A^ = V m\ . -_ 

10. Il punto comune a /^, /^ (p. es.), proiettato da 9 su ir, dà tti 
punto della conica \ e precisamente il punto di contatto della tangaipe 
t\ e proiettato da q* su w' ne dà il punto doppio corrispondentCì, K "* 
altre parole possiamo dire che al punto di contatto di / con \ corri 
sponde in w' il punto t't\ il quale appartiene perunto alla curva dopjn: 
V, Pertanto fra le tangenti della conica limite p.' di w', intercede--ìlP% 
proiettività w, w"*' tale, che il luogo del punto comune a due rette Ä^^-^ 
rispondenti distinte è la curva doppia X' : — /a quale sarà dunque ui 
conica^ — visto che il detto luogo è complessivamente del quarto Ofidia 

e da esso si staccano le due rette unite per quella proiettività. "^ 
Gascuna di queste rette unite corrisponde ad una medesima tuige 

di X cosi per la proiettività a>, come per la co, : in altri termini edito 

due tangenti a, v di X, a ciascuna delle quali corrisponde nell'altrUfRi^ "^ 

una retta da contarsi due volte. 

Viceversa, chiamando u' e v' queste due rette di w', abbiamo 

in forza di T"' alla u' corrisponde la u contata due volte, e afla i 

Vy contata anch'essa due volte. 



f 



LA TRASFORMAZIONE QUADRATICA (2, l) FRA PIANI. I79 

Da quanto si è detto segue moltre, che : la curva doppia V è bi- 
téM^ngtnie la curva limite (i.', e che le tangenti comuni sono le rette u' e v'. 
Cose analoghe si posson dire circa le curve p. e [l'. 

11. Poiché ad una tangente qualunque < di X, corrispondono per 
I^L trasformazione T le due f e /,' di p.', concludiamo che : qualunque 
t^^^:25 for magione (2, 2) del second^ordine è priva di punti fondamentali, 

Gò, del resto, si può anche dimostrare osservando che non esistono 
r^tte di Ü incidenti solamente y, o solamente q\ come risulta dalla rap- 
£>f esentazione piana di questa superficie. 

12. Per costruire la trasformazione congiunta in tt, basterà consi- 
derare, fra le tangenti della curva \ le due proietti vita (07* co ed (ù"^ w^ 
l^^m^jnsi inversa deiraltra. 

Siano ^ ed m le tangenti di X uscenti da un punto generico A di 
»c^esi ponga û>7'c«)<^/^, w^'ww^m,, to""'«, /^<,, co~'û>,m^w, • 
L j)unti congiunti ad A^ sono A^ ^mj^ ed A^^ m, t^ . 

Se -4 appartiene a X, i suoi due punti congiunti A^ ed -4^ sono in- 
£ì «nitamente vicini, e riuniti nel punto /, /, ; ciò vuol dire che X è anche 
LsB- curva limite della trasformazione congiunta esistente nel piano t:. 

Segue che la conica doppia di questa trasformazione congiunta, è 
■3^ luogo del punto comune a due tangenti di X, corrispondenti nella proiet- 
«=i-^tâ (a>7'a>)\ 

13. Dopo lo studio precedente, siamo in grado di costruire la più 
,S'^nerale delle trasformazioni quadratiche (2, 2) fra due piani (distinti 

'^<=fvrappostiJ w e w'. 

Si assegnino in ir e in ir' due coniche, che chiameremo rispettiva- 
^»^oente X e (i.', e si stabiliscano fra le tangenti di X e quelle di (i.' due 
proiettiviti generiche co ed a>, . 

Per un punto qualunque ^ di ir, passano due tangenti / ed m di 
'K iUe quali corrispondano mediante le a>, a>, , le tangenti t\ t[ ; m\ m\ 
^ p.'. Si assumano come corrispondenti di A^ i due punti A ^ m' /', e 

Viceversa, per il punto A passano due tangenti m\ t\ di p.', alle 
quali corrispondano, in virtù delle proiettìvità w"' , û>7' , le tangenti w, 
^x , e <,, / di X. I punti A^mt ed A^^m^t^, saranno gli omologhi 
di ^'. 
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Se il punto A descrive la retta i^ i punti A ed A\ descriveranno 
le rette V e ì\ , Ne segue che la trasformazione (2, 2) da noi costruita, 
e del second'ordine. 

Se il punto A appartiene a X, le due tangenti / ed m sono infini- 
tamente vicine, e quindi tali saranno anche i punti A' ed A[ ; insomma 
al punto A corrisponderà il punto t* i[ . Le coniche X e (i.' sono dunque 
le curve limiti di -tc e tu'. 

La proiettività w, W, infine, che intercede fra le tangenti di pi', ci 
permette di costruire la conica doppia X' di w' : Ecc., ecc. 

Cose analoghe si dicano per la conica doppia p. di w. 

14. Se si osserva che due rette come / e t' sono punteggiate proiet- 
tivamente dai punti omologhi per la trasformazione, si vede subito che 
la trasformazione quadratica (2, 2) più generale fra due piani w e -tt', si 
può altresì costruire nel modo seguente. Si assegnino in w e w' due co- 
niche >. e |J!.', e fra le tangenti dell'una e quelle dell'altra si stabilisca 
una proiettività o). 

Siano ora a, è, e tre tangenti di \ e a,', b[y e,' tre tangenti di (i.', 
non rispettivamente omologhe a quelle in forza di o). Ad una tangente 
qualunque t di X, corrisponde, in virtù di w, una certa tangente t' di 
[x', la quale risulterà punteggiata proiettivamente alla /, assumendo come 
corrispondenti i punti at, a[t' ; bty b\V ; cty c[i\ Ed ora, dato un punto 
qualunque M di tt, per esso passano due tangenti /, m di X, alle quali 
ne corrispondono due /' ed u* di \l\ Al punto M corrisponderanno due 
punti M\ M[y situati uno in /' e l'altro in u\ Viceversa è chiaro che 
ad Ài', p. es., corrispondono, per una tal costruzione, due punti di ic, 
uno dei quali è M, (e similmente ad Ai,'). 

Siccome i due punti M' ed M[ sono generalmente distinti, possiamo 
concludere di avere stabilita fra i due piani w e tu', una corrispondenza 
algebrica (2, 2). 

Per aver l'ordine di questa trasformazione troveremo il luogo cor- 
rispondente di una tangente qualunque / di X. Se -4 è un punto gene- 
rico di /, per esso passa un'altra tangente m di >. : za A corrisponde- 
ranno due punti A' ed A\ situati rispettivamente in /' ed m\ Per il 
punto A\ passa un'altra tangente di \l\ che cliiameremo t[ : la quale, 
come ora dimostreremo, costituisce insieme con V il luogo completo 
corrispondence alla /, nella trasformazione in esame. 
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Infatti, se J8 è un altro punto arbitrario di /, per esso passa un^al- 
tra tangente n di X A B corrisponderanno in %' due punti J8' e 5J , 
il primo situato in T, e il secondo in n'. Ora si ha: 

nQabc) Ä mQabc) Ä m'Ola.'è.'O Ä «'0>:^'O> 

da cui n(tabc)'^n'(t[alb[c[), cioè JS; = n'/;. 

Concludiamo dunque che la trasformazione (2, 2) da noi costruita 
è del second^ordine. 

Evidentemente alle rette a, b, e corrispondono in tc' coppie di rette, 
delle quali fanno parte rispettivamente a[ , b[ , c[ . 

Sopra le tangenti / e <' si è stabilita una proiettività, dove son punti 
omologhi ta, t'a[i tb, Vb[, te, t'c\. 

Ora vogliamo dimostrare che all'oggetto di stabilire questa proie tti- 
^^ità, si può sostituire la retta a con un'altra tangente arbitraria d ài \ 
purché si cambi a\ con la retta d\ . Â tale scopo basterà dimostrare che 
è t(abcd)/\t'(a[blc[d\). Infatti posto D^dt, siano D' e D[ i cor- 
irispondenti di D. Sarà D' situato in d' ; e poscia D[ ^ t* d\ , giacché 
c^uesto deve giacere in /' e in à!^ , visto che d' d[ è il luogo che corri- 
sponde a d nella trasformazione. Ed ecco che D considerato come ap- 
^MLitenente a /, ha per corrispondente il punto D\ di /' ; cioè si ha : 

tiabcd)~f{t\a\VXd\). e. V. d. 

15. Si dimostrò che per un punto generico di Ü, passa una (ed una 
sola) quartica della superficie, posta in un piano incidente q e q\ Sif- 
itfatte quartiche x° hanno per immagini nel sistema rappresentativo di Û 
^n** 6), le coniche x passanti per i punti 2 e 3, e che secano le rette 
j2 e ß' in coppie di punti, coniugati secondo le due involuzioni qua- 
<iratiche determinate su queste rette, dalle immagini delle sezioni iper- 
j)iane della superficie. Le coniche ;^, formano dunque un fascio, di cui 
chiameremo if e iC gli altri due punti base. 

Le cubiche del piano a (n° 6), ciascuna composta di una retta u- 
scente dal punto fondamentale i, e di una conica x> formano un si- 
stema 00' immerso in un sistema lineare triplamente infinito di cubiche, 
immagini (in <r) delle sezioni di Ü con gli iperpiani di una certa stella : 
il cui centro Lf è dunque un punto doppio improprio della superficie 
— rappresentato in <x dalla coppia di punti H, K — e doppio eziandio 
per tutte le quartiche j^. 
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1 6. Consideriamo ora l'iperpiano ji^q: esso seca tt in una retta :^ 
alla quale corrisponde in w' la retta ^^'^ traccia dell'iperpiano x**?'> ^^^' 
tata due volte. Viceversa alla 7^' corrisponde in tt la :^ anch'essa contata 
due volte. Ne s^ue che 

in IT e in ir' esistono due fasci di rette, tali che ad una rdta qua- 
lunque del primo corrisponde, per la trasformazione T, un'unica retta del- 
l'altro contata due volte, ed a questa corrisponde la prima contata anch'essa 
due volte. 

Dunque fra le rette di questi due fasd intercede una certa proiet- 
tività, che indicheremo con i. 

I centri di questi due Ëisci sono le proiezioni D e DWel punto 
i)% fatte rispettivamente da 9 e da q'. Questi due punti sono doppi per 
la trasformazione, e corrispondenti fra loro. 

Le tangenti u e t; di ^> delle quali si parla al n^ io, non sono altro 
che le tangenti a X condotte dal punto D. Analogamente dicasi per le 
rette u' e v'. 

17. Dato un punto generico ^ di 7?, si consideri il piano Aq : esso 
seca ulteriormente la superficie Ü in due punti posti in una stessa quar- 
tica piana x^. I due punti corrispondenti A' ed A[ di A, sono dunque 
allineati col punto D\ Ne segue che 

le coppie di punti congiutiti di ic', sono tutte poste in rette usunti dal 
punto doppio D\ 

In particolare, se P' è un punto della conica doppia X', sarà F D' 
h direzione principale uscente da esso. 

Cose analoghe si dicano circa il piano w *). 

iS. Sia h una rctu generica di tc : ad essa corrisponde in w' una 
ccru conica //, sulla quale 

U coppia di punti congiunti formano un'involu:;^iotie il cui polo è U 
punto D\ 

hi particolare, se /; tocca la curN-a limite \ la conica h' si spezza 



•) Con cousidcraiioni Jinalo^he a quelle fatte sin ora, si potrebbe fare lo studio 
ddU tra>fonuaiionc J»'/'/'fj del sccond'ordine, e della sua congiunta che è un'inver- 
sione quadratica. Vedi De Paous, Lf ti jsfcrma^icni fiimi doppie. R. Accademia dei 
Lined« soie III, voi. L 
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in due tangenti di \l\ e le coppie di punti congiunti descrivono su queste 
due punteggiate prospettive di centro D\ 
Cose analoghe si dicano per il piano ir. 
Da tanto segue: 

un'altra costruzione della più generale trasformazione quadratica (2, 2) 
fra due piani (distinti sovrapposti) tt e w'. 

Si fissino in w e ir' due fasci di rette che indicheremo con (D) e 
(D') rispettivamente; inoltre si assegni una conica X in w, e un'altra 
[i' in w'. 

Si stabilisca, ora, una proiettività S fra le rette dei fasci (D) e (D'), 
ed un'altra ai fra le tangenti di X e di p.' in maniera che tanto S quanto 
a> trasformino, nello stesso modo, le due tangenti di X uscenti da D, 
nelle due tangenti di p.' uscenti da D\ 

Per un punto generico A ài -k passano due tangenti / ed w di X, 
alle quali corrisponderanno, in virtù di w, le due tangenti V ed m' di 
H'. Alla retta e^AD corrisponde, in forza della proiettività S, una 
certa retta e' di (D'). Assumeremo come corrispondenti di A i due punti 
A' = e'm' ed A\ = e't\ 

Viceversa per il punto A' passano due tangenti m' ed «' di p.' : a 
queste, in virtù di w""' , corrisponderanno due rette w ed «. I punti 
A ^eniy ed A^^en sono gli omologhi di A* in %, 

Segue che la trasformazione in tal modo costruita è una trasfor- 
mazione (2, 2) ; inoltre essa è del second'ordine, giacché per es. ad una 
Inetta qualunque e del fascio (D) corrisponde la e* ^^e di (D') contata 
<ìue volte ; ha come curve limiti le coniche >. e [it.', e come punti doppi 
i punti D e D\ 

19. È chiaro che dati due piani w e w' immersi nello spazio ordi- 
anarìo 5j di una quadrica ordinaria 0, si può stabilire fra di essi una tra- 
sformazione (2, 2) del second'ordine , chiamando corrbpondenti due 
;punti, uno di w e l'altro di w' , ogni qual volta sono le proiezioni di 
'^rno stesso punto di 0, da due centri O ed O' a questa non appartenenti. 
Si può verificare direttamente, che una tale trasformazione gode di 
^rutte le proprietà studiate nei numeri precedenti per la trasformazione 
c|uadratica più generale; ma queUo che importa di conoscere si è che 
weversa : 

qualunque trasfortnaiione quadratica (2, 2) pub sempre in infiniti modi 
costruirsi come ara si è dato. 
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Ed infatti, si trasformi primieramente, con proiezioni opportune, il 
piano tu' in modo che ciascuna retta del fascio (i)) incontri l'omologa 
in (D') in virtù della proiettività S. Si scelgano poscia sulla retta DD' 
due punti arbitrari 0, 0'. 

Fra i punti di una retta e del fascio (D) e quelli della corrispon- 
dente e' di (D') , intercede una corrispondenza (2, 2) : proiettandone 
da e da 0' i punti omologhi, e chiamando corrispondenti due rette 
uscenti da e da 0', ogni qual volta proiettino due pund omologhi 
rispettivamente di ^ e di e', si ottiene una corrispondenza fra le rette 
del fascio (0) e quelle di (O'), tale che il luogo del pùnto comune a 
due rette omologhe, è costituito dalla retu O 0' ^DD' contata due 
volte, e da una conica non passante per i pumi ed 0\ Al variare 
dei raggi e ed c'y questa conica genera una superficie che è del se- 
cond'ordine, in quanto la 00' non può staccarsi da alcuna delle 00' 
coniche. 

È chiaro infine, per la costruzione che si è data della quadrica 6, 
che proiettando da e da O' uno stesso punto qualunque di questa 
superficie, si ottengono in w e w' rispettivamente, due punti omologhi 
nella data trasformazione (2, 2). 

20. Se, in particolare, i due punti O ed O' sono reciproci rispetto 
alla quadrica 6, la trasformazione (2, 2), è quella smdiata dal Visalu *), 
nella quale le due trasformazioni congiunte si riducono a due omologie 
armoniche. 

Catania, febbrajo 1903. 

Giuseppe Marletta. 
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su DI UNA EQUAZIONE DIFFERENZIALE DI FORMA PIÙ GE- 
NERALE DI QUELLA DI RICCATI, E SUL RAPPORTO 
ANARMONICO DI QUATTRO RADICI DI UNA EQUAZIONE 
ALGEBRICA A COEFFICIENTI VARIABILI 

Nota di Ernesto Pascal, in Milano. 



Adunanza del 12 aprile 1903. 



Lo scopo di questa breve Nota è di stabilire una formola per il 
^apporto anarmonico di quattro soluzioni particolari di una equazione 
tiifferenziale di primo ordine del tipo : 

^'^ TT = ^-y' + ^->""' + • • • + ^.> + ^o 

Cìn cui le P sieno funzioni di sola x), formola che contiene come caso 
j>articolare quella nota ed importante proprietà della equazione di Ric- 
CiATi [cui si riduce la (i) per n = 2] scoperta nel 1875 da Ed. Weyr *), 
^ indi ritrovata da Picard **) nel 1877. Per la integrazione della equa- 
zione differenziale la indicata formola non può però, per « > 2, rendere 
cjuei rilevanti servigi che rende, per « = 2, il suo caso particolare ; cio- 
monpertanto essa può essere utilizzata in altri modi, come faccio vedere 
miella seconda parte, in cui, servendomi degli stessi principii da me ado- 
perati ultimamente nella Nota : Su di una classe di tquaT^oni di Riccati 
-integrabili algebricamente ***), deduco delle curiose relazioni fra il rapporto 
enarmonico di quattro radici e i coefficienti, di una equazione algebrica 
5L cui coefficienti sieno funzioni di una variabile. 



•) Abhand. d. Böhm. Gesell, d. Wiss., (6), t. Vili, B., n° i, 1875, pag. 30. 
•*) Annales de l'École Normale supérieure, (i), t. VI, 1877, pag. 341. 
•••) Rendiconti del R. Istituto Lombardo, (2), t. XXXVI, 1903. 

Rend. Cire. Maitm. PalirmOf t. XVII (1903). — Stampato il 9 maggio 1903. 24 
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Si- 

Consideriamo i determinanti del tipo: 



(2) 



\ = 



ày, >Ì-' >Ì-' 

dy, >ï-* yî" 



'^J'» >r* yÌ"'.'. 1 



Si può far vedere che per k^4 questi determinanti d^ sono, a meno 
di fattori, differen^iali esatti di fun;^ioni di tutte le y, mentre per k"^ j[ 
non godono più di questa proprietà. 

Se poniamo: 

y'r' • ' • y, » 
y'," ' " y. I 



(3) 



y\ 
y\ 



— {.ytjt • • • js-^xì 9 



abbiamo : 

(4) b. - y,^.] = (- lyCVr — >.) - (jr - ys^t) [V. -. yr^^yr^^ ' 

e: 

(5) 



■y.*.] 



A» = Z(-0'-'[y. ■■■y^.yi. 



ykì^yi- 



Le condizioni necessarie e sufficienti percliè la forma pfafEana (5) 
di 1° ordine sia, a meno di un fattore, un differenziale esatto sono, 
come è noto, date dall'annuUarsi di tutte le espressioni del tipo : 



5.„(-i)'-'[y....j,_.:y,.. 



y.]](-^y-'^b. 



yi-.yu,---yk] 

(- 0'"' dy,^y''- yj-'y;*' • • • yi\\' 

dove con S,y, intendiamo, per brevità, l'operazione del sommare le tre 
espressioni che si ottengono da quella che le è sottoposta, permutando 
circolarmente i tre indici i, j, l. 

Adoperando la formola (4) e sopprimendo indi un fattore comune 
simmetrico nei tre indici j, ;, /, si ha che dovrebbe annullarsi : 

+ -^(y,—y,)--- (yi —yi-,)(ji —yj^,) • • • O'j -^'»)J« 
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in cui l'iodice i, che parrebbe non figurarvi, è contenuto invece nella 
parentesi quadra. 

Intendendo sviluppata la parentesi quadra e calcolata la più alta po- 
tenza di ^fy e di 3^^ , si hanno i termini 

(7) (*~2)S,;(>,->,)b,^' + >M 

e questa espressione dovrebbe essere zero da sé se lo fosse la (6). Ora 
per fe > 4 la (7) non è zero, e quindi aon lo potrà essere la (6). 

Per fi ^ 4 invece la (7) è zero e lo è anche la (6) come è facile 
riconoscere direttamente. 

Resta dunque dimostrata la proprietà enunciata^ 
Ë facae poi calcolare i valori di A^ , A^ , e si trova 



, a-y5)C 

Cy. — ^4)0'. — >,) 



(8) 



S 2. 

Indicando con y^y^y^ tre integrali particolari di (i) ed eliminando 
Î due coeflScienti P, , P^, si ha 

dy. 



<io) 



dx 

dy. 



-Pnf, 



P.y: y. Ï 



p.v! p^yl 



.>. 



ÉlL^ 



dx 
P<»iaDio on 



.yi 



py^ 



y. 



I : 



= O. 



<"0 



y\ y, I 
/. y^ I 
y'^ y^ ^ 



^.-,0.y.^,). 



y, >. I 
y\ y» I 

>; >j » 

dove, come si sa, le A,_, sono delle funzioni intere, di grado s — 2, 
delle y, le cosiddette fuodoni deph di Wronski *). 

Esse si ottengono sviluppando la potenza («— 2)"* di (y,+>,+>.) 
e iodi «Qstitiieado f vaiti a «iascuno dei coeffideotL 



*) Vedi il nüo libio sai Dettrmtmuü (ediz. italiaiu) Milano 1897, p. 169 ; 
(ediz. tedesca) Leipzig 1900, pag. ijo. 
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La loro espressione sotro forma di determinaati fu anche elegan- 
temente trovata da StudniÔka *)» ed è la seguente: 

Indicando con c^ , f, , ^^ la somma delle tre y^ quella dei loro pro- 
dotti a due a due, e il loro prodotto, si ha : 



(12) 



^.., = 



c e 



<^i ^. 



in cui il secoodo membro è un determinante di ordine s — 2* 

Sviluppando il determinante (io), tenendo conto di (8) e (ii) 
e integrando, si ha k formola; 

(^ \ y, — y^ ^ Q /iJ'^^i^i*^^— i^.^i+ ^^Hjf^iH* 

>t - 7, 
essendo C una costante. 

Considerando ora quattro integrali particobri di (i), eliminando 
J*^, Pj, Pc, si ha, invece di (io), un determinante di 4° ordine che» 
per brevità, tralasciamo di scrivere. 

Sviluppando questo determinante, introducendo le funzioni akph dì 
quattro y^ anziché di ire, adoperando la formola (9), e indicando infine 
con X il rapporto anarmonico delle quattro y : 



(yt~yj(y.-y,) ' 



si ha: 

in cui C è una costante, e le A' sono le funzioni akph di quaUro ìeì- 

terc y^y^y^y,^ 

Per l'equajäone di Riccati è h = 2, le P di indice superiore a 2 
sono tutte 2cro, e quindi la (15) di il ricordato importante teorema di 
WeVR^PiCAKD, mentre k (t|) dà 



:.t^^^ 



(ï6) 



y^—y* ^ Q/n^y^^^^ 



y. — y^ 

formok che» considerandovi ignoto y^ , può servire a ricavare l'integrala^. 



*} Vèkm ^oim^i^mrmmmìm, etc (Sìisiiiis^ d. k. Bdhm. GesdL der Whs. r^ 
Vn0t uuii 1196 e tfi^. 
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g-enerale y^ dell'equazione dì Riccati, da due noti integrali particolari 

S3- 



C:« 



Si abbia ora un'equazione algebrica di grado n -{- i i cui coefficienti 
ïho funzioni di x: 

7) >•"• + ?. W/ + ?. (*)>"-• +•••+?«.. W = o . 

Esistono, come abbiamo già ricordato nella Nota citata in principio, 
He relazioni differenziali fra le radici e i coefficienti, trovate da Raabe *) 
81110SCHI **); esse sono 

dy 






S!^-^+/ = o 



(Ì = 0, I, 2, ... Il) 



;-> 



L ^Sj è la sonmia delle potenze simili Jfe"* delle radici di (17) e quindi 
nota funzione razionale delle f. 

Se, insieme alla (18), consideriamo la relazione identica 



e 3: ^3 



A'P/Waç. dx °' 



;-« 






cui con Çy(;c) si indica la derivata di (py, ed eliminiamo fra le (18), 
9^ le derivate parziali di y rispetto alle ?, otteniamo : 



te) 



■^ ^.'w- 



9L. (*) 



— I 

— y 



0,ll-*-I 



Iffl+l 



-f 



= 0, 



■t^« è un'equazione differenziale del tipo (i), se si ammette che l'equa- 
xie algebrica (17) abbia in generale (cioè indipendentemente dal va- 
^^^^« di x) tutte le sue radici distinte, cioè che il suo discriminante, che 



•) Crelle*s Journal, t. XLVIII, 1854, pp. 167-177. 

**) Annali di Sdenze Matematiche e Fisiche, t. V, 1854, pp. 416-421 {Opere 
-^"^^temticbe, Milano 1901, t. I, pp. 157-161). 
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è ü complemento algebrico ài -^ in (20) *) , non sia identicamente 

zero per qualunque x. 

Per il modo stesso con cui è stata ricavata è evidente che l'equa- 
liane differenxiaìe (20) ha per integrali particolari tutte le radia della (17). 

Se quindi indichiamo con P^P^ . . . P^ i rapporti dei complementi 
algebrici degli elemend delia prima colonna (a cominciare dal secondo) 
nel determinante (20), al discriminante di (17) [cioè propriamente al 
determinante di tutte le ct.. (i = o, i, . . . « ; ; = i, 2, . . . n -f- i)], 
le formale (13), (15) vengano a rappresentare delle rdaxiom fra tre 
quattro radici dell' equai^ne algebrica (17). 

Cosi, per n := 3, il rapporto anarmonico X delle quattro r€uUci del- 
l'equazione di 4° grado 

(21) / + 9, (*))'' + ?a W/ + ?, Wy + ?4 W = ^ 
a discriminante D (diverso da [ero) soddisfa alla relaj^iane 

(22) X = C/''^''^^'*^^-^*^, 
iff cui e è indipendente da x, e ^ 



P = 



.•*■' •/ .-»▼ a' 

?. fi % 1>4 

4 3?. 2f, Ç, 

-?. —2?. — 3f, —4?« 

?Ì — 2?. Ç.9. — 3?, ?.?, -41>4 ?^?4 



5e P = o, » Z)a ^ = cost / ^ terna ad u» teorema dd % i dtik 
predetta Nota. 



c 



Milano, aprile 1903. 



E. Pascal. 



•) Vedi In mia Nota sopracitata, S '• 

**) Vedi il § 2 della mia Nou sopraduta. 



SULLE SUCCESSIONI DI NUMERI REALL 
Nota di F. Giudice, in Genova. 



AdosanzA del il Aprile 190). 



In questa Nota studio le successioni di infiniti numeri reali dal punto 
di vista della loro, sempre possibile, scomponibilità in successioni tendenti 
^ limiti : e stabilisco, cosa non fatta da altri, le condizioni necessarie e 
sufficienti per la scomponibilità in successioni monotone, introducendo gH 
tirili concetti di limite destro e sinistro, di massimo limite destro e di mi- 
-wntno limile sinistro. Solo per comodo supporremo tutti diversi i termini 
<ii ciascuna successione. Le cose, che diremo, s'estendono immediatamente 
s successioni di numeri reali qualsiansi. Se fossero uguali Up, a , ä^, . . . 

si potrebbe infatti, per considerarli disuguali, sostituirli con a.-\ , 

£ £ 

di^ -| , Ä^ -| > . . . , pensando e positivo e, volta per volta, minore 

<l*ogni difierenza di termini disuguali presi in considerazione: questo si 
farebbe solo mentalmente e soltanto per la corrispondenza. 

I. Diremo che / è limite destro Qimdes.) d*un aggregato di numeri 
leali, se \i siano infiniti numeri dell'aggregato in ogni intervallo d'estremo 
<Iestro in /. E diremo che ^ è limite sinistro (limsin.\ se vi siano infiniti 
numeri dell'aggregato in ogni intervallo d'estremo sinistro in >. Diremo 
infine che e è un colimite (colim.\ se sia ad un tempo limdes. e limsln. 

Teorema. — Se un aggregato ha dei limdes., il loro limite superiore 
i loro massimo (maxlimdes.) ; e se ha dei limsin.y il loro limite inferiore è 
loro minimo (minlirnsin.^ 
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Infatti, se / è lìmite superiore dei iimdes., ogni intervallo di estremo 
destro in / contiene qualche Iimdes. fuori del suo estremo sinistro, per 
cui esso contiene infiniti numeri dell'insieme; / è dunque anch'esso un 
Iimdes. ed è massimo, superando per ipotesi gli altri Iimdes. 

In modo analogo si riconosce la verità della 2* parte del teorema. 

2. Può mancare il maxUmdes.; ciò accade quando l'aggr^ato ha 
soltanto limsin. ; ed allora l'aggregato o non contiene numeri minori del 
minlimsin., o ne contiene un numero finito. Può mancare il minlimsin.; 
dò accade quando l'aggregato ha soltanto Iimdes. ed allora o non con- 
tiene numeri maggiori del maxlimdes. o ne contiene un numero finito. 
Può accadere che il maxlimdes. sia minore del minlimsin. ed in questo 
caso nell'aggr^to o non vi son numeri compresi fira il maxlimdes. 
ed il minlimsin. o ve ne è un numero finito. 

Segue che : Se un aggregato consta d'infiniti numeri, solo eccezional- 
mente potranno alcuni di questi, ed in numero finito, non avere almeno 
una di queste due proprietà, di esser tra i numeri maggiori del minlimsin. 
o tra i minori del maxlimdes.; tali numeri, se ve ne siano, li diremo 
ecwj^onaH : non ve ne sarebbero p. es., se l'aggregato avesse due colim., 
come pure se avesse un colim. non contenuto in esso. 

3. Passiamo ora a considerare le successioni di infiniti numeri reali 
differenti. Diremo che un numero è Iimdes., limsin., colim., maxlimdes., 
minlimsin., o termine eccezionale d'una siffatta successione, se sia tale 
per l'aggregato dei termini della medesima. 

4. Teorema. — Se l è Iimdes. (0 limsin,) d'una successione ed a è 
uno qualsiasi dei termini ed è minore (0 maggiore) di /, si può staccare 
una successione par:^iale ascendente (0 discetidente) principiante con a. Si può 
fare in modo che l sia ancora litndes, (0 limsin.) della successione rimanente^ 
ed inoltre che il limite della successione par:(iale sia /. 

Uno dei termini seguenti a e compresi fra a ed / sia b; uno dei 
seguenti b e compresi fra i ed / sia e; uno dei seguenti e e compresi 
fra e ed / sia d; uno dei seguenti d e compresi fra J ed / sia e, ecc. 
La successione parziale 

a, by e, dy e, . . . 

è ascendente (o discendente); e se, p. es., b non è il primo dei compresi 
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fra a ed l, e non è il primo dei compresi fra b ed l^ d non è il primo 
dei compresi fra e ed l, e non è il primo dei compresi fra d ed /, ecc., 
allora / è ancora limdes. (o limsin.) della rimanente successione. 

La successione parziale, essendo monotona, tende ad un limite, che 

ari compreso fra a ed / ed, eventualmente, potrà anche essere /. Vo- 

iendo che la successione parziale tenda certamente ad / e che / sia ancora 

limdçs. (o limsin.) della successione rimanente, si potrebbe p. es., pren- 

n -4- / * 

(/ere per b il primo dei termini compresi fra ' ed /, per e il 2° dei 

compresi fra *" ed /, per d il 3° dei compresi fra ' ed /, per e 
2 2 

il -4° dei compresi fra *" ed /, ecc. 

Corollario. — Se / è un colimite d'una successione, i termini di que- 
STSÈ., escluso / se vi fosse, si possono disporre in successioni monotone; 
e ^ possono formar queste in modo, che tendan tutte ad /. 

5. Teorema. — Se l è limdes. (0 limsin.) d'urta successione ed a t 

^ ^» termine di questa minore (0 maggiore) di l e nessun limite della succès- 

^*-^^^ jte è compreso tra a ed /, ed a non è limsin. (0 limdes.), tutti i termini 

^^^^ ^^Mipresi tra a ed l si possono ordinare in unica successione monotona, che 

^ ^'^k ad l neussariamenie. 

Siccome a non è limite, od almeno non è limsin., se a<^/ e non 

l'mdes., se a > /, tra i termini compresi fra a ed / ve n'è uno che è 

più vicino ad a; e questa considerazione si può fare, come per a, per 

^ ^^"^0 qualunque dei termini compresi fra a ed /. Dei termini compresi fra 

ed I sia ^ il più vicino ad a; dei compresi fra i ed / sia e il più 

^^^*^no a b; dei compresi fra e ed / sia d il più vicino a e, ecc. La suc- 

^^^^^^:ssione 

b, e, d, . . . , 

^^^^-5cndo monotona, tende ad un limite, e tende necessariamente ad /, 

t^^^chè la successione non ha limiti nra a ed /. In essa successione mo- 

^^^Dtona prendon posto tutti i termini compresi fra a ed /, perchè, per 

^xiianto sia vicino ad / un termine h compreso, per grandezza, tra a ed 

'» è finito il numero dei termini compresi, per grandezza, tra a ed fc; 

^^ questi termini sono m, dopo tali m termini prenderà posto fc, che sarà 

cosi il termine (m + i)"° della 

bj r, dj . . • 

Xeni. Ort. Meiern. PmUrmo, t. XVII (1903). — Stampato il 21 maggio 1903. 2$ 
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6. Teorema. — Se, essendo diverso da %ero almeno uno degli interi pi 
sitivi m, n, una suuessione ha m limiti destri ed n limiti sinistri, con tut 
i termini della successione si possono formare m -{- n suuessioni tendent 
rispettivamente, a quegli accennati limiti. Se non vi son termini ecce^ional: 
si può fare in modo che le m -{- n successioni sian monotone e, se som 
termini eccei^ionali, si posson formare m -^ n — i successioni monotone e 
una che divenga monotona dopo un urto termine e potrà, p. es., esser foi 
mata dei termini ecce:^ionali seguiti da soli termini maggiori formanti un 
successione decresunte, o da soli termini minori formanti una sucussioi 
cresunte. 

Se i limici son tutti limdes. ed, ordinati per grandezza crescenti 
sono 

formeremo nel seguente modo m successioni crescenti e tendenti rìspe 
tivamente ad /, , /^ , . . . , /^ . Porremo nella prima tutti i termini minoi 
di /, , nella seconda tutti i termini non minori di /, , e minori di /, 
nella terza tutti quelli non minori di l^ e minori di l^ , ecc. Resterann 
cosi esclusi soltanto tutti i termini non minori di l^ , cioè quelli ecce 
zionali; questi termini, se ve ne siano, son necessariamente in numer 
finito, come fu già osservato al numero 2, perchè, se ve ne fossero ir 
finiti, il loro insieme dovrebbe avere almeno un limite che, dovendo esser 
tra i limiti /, , /^ , . . . , l^ della successione, non potrebbe essere che u. 
limsin., e ciò è contrario all'ipotesi che non vi sia alcun limsin. 

In modo analogo si riconosce la verità del teorema per il caso ■ 
soli limsin. 

Consideriamo ora il caso di limiti d'entrambe le specie, e sia D 
maxlimdes., s il minlimsin. Se D ^Sy si posson disporre i termini m 
nori di D in successioni ascendenti tendenti rispettivamente ai limdes 
i maggiori di s in successioni discendenti tendenti rispettivamente : 
limsin. Restano esclusi i termini non minori di D e non maggiori di 
cioè i termini eccezionali della successione : questi, se ve n'è, son nece 
sariamente in numero finito perchè, se fossero infiniti, la successione o 
avrebbe un limdes. maggiore di D od avrebbe un limsin. minore di Sy 1 
qual cosa è contraria all'ipotesi che siano D maxlimdes. ed s minlimsii 

I termini eccezionali, quando vi sono, si possono anteporre ad ue 
delle successioni monotone. 

Se, finalmente, £) ]> 5, allora la successione non ha termini ecc 
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zionali ed, in questo caso, sì possono formare, con tutti i termini, m 
successioni ascendenti tendenti agli m limiti destri ed n discendenti ten- 
denti agli n limiti sinistri. Infatti, siano ^, , ^a , . . . , ^^ , dove r^=fn'{-n 
i limitì ordinati per grandezza crescente. O vi è un numero finito di 
termini minori del minimo limite \ , o non ve n*è, oppure ^, è uno 
dei lìmiti destri; o v'è un numero finito di termini maggiori del massimo 
limite \ , o non ve n*è, oppure \ è uno dei limiti sinistri; e si potrebbe 
aggiungere che : o ^, è soltanto limdes., o ^ = s; o \ è soltanto 
limsin., o \ = D. Se \ è limdes., con tutti i termini minori di \ 
si formi ima successione ascendente tendente a ^, ; e se X^ è limsin., 
con tutti i termini maggiori di \ si formi una successione discendente 
tendente a ^^ . Se non è finito il numero dei termini compresi, per gran- 
dezza, tra \ e \^^ , allora o \ è limsin. e \^^ è limdes., o Tuna 
delle due ha luogo. Nel primo caso, con tutti i termini compresi fra \ 
e \^if formiamo una successione discendente tendente a \ ed una 
ascendente tendente a \^^ . Nel secondo caso, con tutti i termini com- 
presi fra \ e \_^,^ formiamo unica successione monotona, che tenderà 
a >|^ od a \_^^ secondo che sia "k^^ limsin., o \_^^ limdes. Facciamo ciò 
corrispondentemente ai valori i, 2, ..., r — i ài h. Se saranno ri- 
masti dei termini, il loro numero sarà certamente finito : di essi potremo 
anteporre alla successione crescente tendente a D quelli minori di D, 
ordinandoli in modo che la successione si serbi monotona, ed alla suc- 
cessione decrescente tendente ad s quelli non minori di D, ordinando 
anch'essi in modo che la successione si serbi monotona. 

7. Teorema. — Se una successione a^ , a^ , a^ , . . . ha infiniti limiti, 
con tutti i suoi termini si può formare una semplice infinità di successioni 
tendenti a limiti, cioè si può stabilire una corrisponden:(a biunivoca tra gli 
a^ e gli Ä„ , assegnando a questi i valori dei corrispondenti a^ e facendo in 
modo che tendano a limiti le sucussioni 

E generalmente si può ottenere che tutte queste successioni sian monotone. 

Sia i, , t, , t j , . . . la successione rimanente, della primitiva a, , a^ , 
a , . . . , dopo la soppressione dei termini eccezionali. Dimostreremo che 
si può stabilire una corrispondenza biunivoca tra i i^ e gli a^, in modo 
che i corrispondenti siano uguali e quindi viceversa (perchè son tutti di- 
versi i numeri considerati) un b^ ed un a^^ uguali siano corrispondenti; 
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e che si può anche ottenere che sia monotona ciascuna successone a^^ , 

Tra i limiti fissiamone uno, /, , che o sia Kmdes. maggiore di b^ , 
o sia limsin. minore di è, . Per ä„ ed 0,, prendiamo i, ed un b^ com- 
preso fra Ä, ed /, . Se il primo dei termini rimanenti è b^ , fissiamo un 
limite, l^ j che o sia limdes. maggiore di ^j, , o sia limsin. minore 
di ifc, e prendiamo i^ per a^^ . Per a,j prendiamo uno dei rimasti b^j 
che sia compreso fra a,^ ed /, e per a^^ prendiamo uno dei rimanenti 
b^ che sia compreso tra ä^, ed i, . Se il primo dei termini rimanenti è 
&i , fissiamo un limite, l^ , che o sia limdes. maggiore di ^^ , o sia lirnsin 
minore di i^^ e prendiamo b,^ per a^^ , ecc. Continuando cosi, quando 
saranno fissati gli a^^ con somma d'indici minore di m -j- 2, saranno 
anche fissati m limiti /, , /, , . . . , /^ ; ed un a^^,^ p'\- q = m -\- i e 
p <C,^9 ^^^ diverso da ciascuno degli a^^ a sonuna d'indici minore di 
w -|- I ed anche da ciascuno dei numeri a,^ , a,^,^, > • • • , ^^i,,-^ > © 
sarà compreso tra ä^,,_, ed i^; a^, sarà il primo b^ diverso da ciascuno degli 
a^, a somma d'indici minore di m -f- 2 e primo indice diverso da m, 
ed I^ o sarà un limdes. maggiore di a^, o sarà un limsin. minore di 
^iNi * U procedimento sarà continuabile indefinitamente, perchè, qualunque 
sia il numero dei termini già presi, questi sono in numero finito per cui, 
sempre, la successione residua ha tutti i limiti della primitiva. Quando si 

. m(m + i) ... . . , , , 

saranno presi — ^^ ' — - termini b^ , tra quesu vi saranno b^^ ft^ , . . . , J^ 

e si avranno gli a^^ a somma d'indici minore di m -f- 2 : ed è quindi 
praticamente possibile trovare il corrispondente d'un prefissato b^ o d'un 
prefissato a^, . E, con l'indicato procedimento, i termini della successione 
^i > Kf ^3 > • • • vengon disposti in una semplice infinità di successioni 
monotone. 

La successione a^, , a^^ , ö^^ , . . . , essendo monotona, tende ad un 
limite; questo è compreso, necessariamente, fra a^, e ^« e solo eventual- 
mente potrà essere /^ . In infiniti modi perù, come rilevasi facilmente 
da quanto fu detto innanzi, le successioni monotone si potrebbero for- 
mare m modo che esse tendano rispettivamente ai fissati limiti, uguali o 
disuguali, /, , /j , /j , .... I termini eccezionali, se ve ne fossero, si po- 
trebbero anteporre ad una delle successioni monotone, essendo essi in 
numero finito (v. num. 2-3); la risultante successione sarebbe monotona 
solo dopo degli anteposti termini eccezionali. 
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8. Da quanto fu detto segue che : Affinchè gli elementi, ascisse, d'un 

aggregato lineare di punti della prima potenza si possan disporre in succès- 

sioni monotone è necessario e sufficiente che ^aggregato non abbia nt solo 

lirndes. e dei termini non minori del maxlimdes., né solo limsin. e dei ter- 

f9tini non maggiori del minlimsin.^ nt limiti delle due specie e dei termini 

f%oft minori dei maxlimdes. e non maggiori del mitüimsin. 

Genoviy marzo 1903. 

F. Giudice. 



SULLA FUNZIONE DEL MODULO MASSIMO 
NELLE TRASCENDENTI INTERE DI GENERE FINITO. 

Nota di Carlo Toffoletti, in Veneria. 



Adunanza del 32 marzo 1903. 



Mi propongo di esporre i risultati di alcuni studi sull'accrescimento 
delle funzioni intere. Nei primi due paragrafi riassumo brevemente ciò 
che già si conosce sull'argomento, traendolo specialmente da un libro 
di É. BoREL, che avrò spesso occasione di citare. Nei paragrafi 3°, 4°, 
5°, ho considerato l'accrescimento di un prodotto e di una somma di 
funzioni intere : mi sembra che i teoremi ottenuti possano giovare spe- 
cialmente quando torni conto separare una funzione intera nella somma 
o nel prodotto di più altre per meglio studiarne la natura. Nell'ultimo 
paragrafo ho cercato di studiare il ramo \F(X)\ = M(r) limitandomi 
alle funzioni di genere zero a titolo di saggio e riservandomi di trattarne 
in seguito più profondamente. 

s I. 

Nello studio dell'accrescimento delle funzioni trascendenti intere 
conviene considerare quella che chiameremo la fun^nt del modulo mas- 
simo, e che indicheremo con M(r) *), cioè quella funzione della varia- 
bile positiva r che si ottiene prendendo il valor massimo di |f (01 per 
\x\=: r. Se noi scriviamo 



\ 



•) Emile Borel, Leçons sur les fonctions entières (Gauthier-Villars, Paris). 
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A4 (r) è un ramo della funzione analitica regolare Ä(r, 9) che risulta 
dal sostituire per <p la funzione (p(r) definita dall'equazione 

Af (r) è dunque una funzione reale di variabile reale, positiva, 
contìnua. Ma non possiamo affermare che la sua derivata sia sempre con- 
tinua ; preso infatti un punto r = r^ è possibile che facendo tendere r 
^d r^ da una parte i valori di x. per cui è \F(:Q\ = M(r) formino un 
certo cammino sul piano di x.9 mentre facendo tendere r ad r^ dall'altra 
parte detti valori di ;( formino un cammino che non si congiunge al 
primo ma arriva al cerchio di raggio r^ in un punto distinto. È evidente 
che per questo valore r = r^ la M (r) è bensì continua ma in generale 
ïXon lo è più la sua derivata. 

Un'altra proprietà di M(r) che subito appare è che essa non può 
I3iai decrescere al crescere di r e tende all'infinito per r tendente all'infi- 
tiito. È questa una conseguenza del fatto che ogni trascendente intera 
J^OO °^° P^^ ^^^ assumere entro un cerchio di raggio r evitante gli 
zeri valori superiori ad M(r). 

È della massima importanza stabilire la nozione di accrescimento 
regolare di una trascendente intera. Ma prima esporrò brevemente i ri- 
sultati del Poincaré e di É. Borel sulla funzione M(r). 

Poincaré *) ha trovato che per le funzioni di genere finito />, l'or- 
dine di infinito della funzione del modulo massimo M(r) è inferiore a 
quello di e**' ^' , dove a è un numero qualunque positivo, cioè si ha da 
un certo punto in poi 

Émile Borel ha mostrato che si può ottenere una limitazione mi- 
gliore sostituendo alla nozione di genere quella di ordine **). Poniamo 
che nell'espressione 

di una trascendente intera manchi il fattore esponenziale e^^^K Suppo- 



sai 



*) Bulletin de la Société Mathématique de France, 1883, ed É. Borel, Lezioni 
ìraite. 

•*) É. Borel, Lezioni dtate. 
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niamo che la sene 

converga, essendo J!r<^<7<^Ä-j- ^9 '^ Borel dimostra che sì avrà da 
un certo punto in poi 

(3) M(r)<«-' 

e dì qui anche che se p è l'esponente *) di convergenza della succes- 
sione fj , r, , . . . r^ , . . . dei moduli degli zeri della funzione intera si ha 

(4) MCrX«»-^' 

da un certo valore di r in poi, e se sari anche 

« 2i 

convergente si avrà 

Af(^)<^*^^ 

n numero p dicesi l'ordine reale della funzione, per difetto se la (5) 
diverge, per eccesso se la (5) converge. 

Quest'ultimo teorema serve pel caso di un prodotto canonico di 
fattori primari, cioè senza il fattore esponenziale e^^^^ ; ma esso vale anche 
se nell'espressione (i) della F(^) compare questo fattore esponenaale 
purché il grado q del polinomio Q (p^) sia minore od ^uale a Jfe, sicché 
si abbia ? + «>?. Ed è facile vedere che i teoremi di Poincaré e di 
BoREL si possono riunire cosi : « Per le funzioni intere di genere finito 
si ha sempre, per r abbastanza grande, 

ove X è l'ordine reale oppure il genere, secondo che il grado di ß(0 
nell'espressione (i) è minore di Ä -f- i oppure uguale o maggiore. » 

Completeremo queste nozioni colla definizione di ordine apparente 
p' di una funzione intera FÇjO di genere finito. Esso è il minimo nu- 
mero per cui, dato e piccolo a piacere, si ha 

|f (01 < e'^^ 



•) Data una successione di numeri positivi r^ , r^ , ... % , ... tendenti all'in- 
finito si dirà che p è l'esponente di convergenza quando ^ p^ converge mentre 

^ ^p^ diverge con e piccolo a piacere. — É. Borel, Lezioni dtate. 
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per tutu i valori dì r abbastanza grandi. Hadamard dimostrò questi due 
teoremi : 

« L'ordine reale di una funzione intera non può essere superiore 
all'ordine apparente ». 

« Il genere di una funzione intera è al più uguale all'ordine appa- 
rente ». 

Risulta subito che l'ordine apparente è proprio uguale all'ordine 
reale oppure al genere ^della funzione intera P(X)' Indicandoli rispetti- 
vamente con p', p, p 

a) se p' è frazionario si ha 

P' = P > i^ 
Ä) se p' è intero si può avere 

P'=/>>P 
p'=/, = p 

P' = P=/>+i- 
I teoremi esposti mettono in relazione il modo di accrescimento di 
M (r) col modo di accrescimento dei moduli degli zeri r^ . Infattii se 
l'ordine reale p è superiore al grado di Q (x) abbiamo veduto che si ha 
la (4) per ogni valore di r da un certo punto in poi, è poi chiaro che 
si ha anche 
<6) M(r)>«»'^ 

per infiniti valori in là fin che si vuole, poiché se vi fosse un e anche 
piccolissimo tale che fosse sempre da un certo r in poi 

M(r) < e*^^ 

correbbe dire che l'ordine apparente, e quindi l'ordine reale, sarebbe mi- 
nore di p, ma non possiamo dire che la (6) valga come la (4) da un 
certo r in poi. 

Ma p è l'esponente di convergenza della successione r, , r^ , . . . r^, . . . , 
ciò vuol dire che si ha analogamente 

per ogni n da un certo in poi, mentre l'altra 

non possiamo affermarla che per infiniti valori di n ma non per tutti 
da un certo in poi. 

RmU, Gre, Mmttm. Pakrmo, t. XVII (1903). " Sumpato il ax maggio 1903. 26 
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§2, 



Da quanto fu detto risulta che data una funzione intera F(^) di 
genere finito, esìstono certamente due numeri positivi a, ^ (ot può anche 
esser zero) tali che prendendo r abbastanza grande si ha sempre 

(I) e'"<Af(r)</. 

In altre parole, ^espressione 

log log M (r) 
logr 

è sempre fra et e § e col crescer dì r può tendere a vari Umili compresL 
fra et e p od anche a tutto l'intervallo %^, Se tende ad un limite unico 
vate a dire se ot e ß nelb (i) possono al crescer di r avvicinarsi senipr^ 
più fino a <;oincÌdere, diremo che M(r) è ad accrescimento regolare, <&r 
cosi pore f (Oj nientre se ciò non avviene M(r) ed f(X) diconsi a A 
accrescimento irregolare. Se l'accrescimento è regolare, il limite cui ten — 
dono a e {ì evidentemente non può essere altro che l'ordine apparente 
p' [che in generale *) sarà anche Tordìne reale ed altrimenn il genere] r 
noi potremo allora porre 

dove Ï] dipende da r e tende a zero a! crescere di r. 

La questione della regolarità deiraccrescimento è intimamente coq- 
nessa a quella della distribuzione degli zeri di una funzione intera, Gü 
notammo che se p è l'esponente di convergenza -dei moduli degli zeri 
abbiamo 

r.>»'-" 
per ogni n da un certo in poi, ma l'altra disuguaglianza 

è verificata soltanto per infiniti valori di n e può non esserlo per infinie 
altri. Se anche questa seconda disuguaglianza è verificata per ogni valore 
di n da un certo in poi diremo che Vordim di infimiuduu. **) della suc^ 






*) Â priori dobbiamo considerare come eccedonale Ü caso che f* sia intero, nd 
qual caso si può avere p' ^ p, 

**) É. BoREL. opera citata w ordre d'in fini tude». 
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cessione degli r^ è determinato. In questo caso il modo di accrescimento 
Jei moduli degli zeri di F(;() è comparabile a quello della successione 
^ numeri positivi 

a^llo stesso modo come se F(^) è ad accrescimento regolare Taccresci- 
ii-i^nto di Af(r) è comparabile a quello di e""^'. 

Ora il BoREL ha dimostrato questi due teoremi *): 
Sia p' Tordine apparente di una funzione intera, e supponiamo che 
iB^c^n sia un numero intero. Allora abbiamo 

1° « Se l'ordine di infinitudine degli r^ è determinato, la funzione 
fc ad accrescimento regolare ». 

2° a Se la funzione è ad accrescimento regolare l'ordine di infini- 
cvi^iine degli r^ è determinato ». 

Se p' fosse intero, il primo di questi teoremi varrebbe ancora pur- 
ché sia p' = p ove p è l'ordine reale, mentre per il secondo è necessario 
p' =p<;j indicando con q il grado dell'esponente 0(0 °^' fattore e- 
sponenziale che può comparire dando alla funzione intera la forma 






ui 



§3. 

Consideriamo l'accresdmento di un prodotto di funzioni intere. È 
^*^ia.To che basterà occuparci del prodotto di due funzioni, estendendosi 
^^t>ito i risultali al prodotto di più funzioni. 

Teorema I. — iï prodotto F(x) = f ,(0^.(0> ^^^ ^i(0> ^a(^) 
^orto fun:(ioni intere di ordine reale p,, p^, è una funzione intera di ordine 
^^^le p uguale al maggiore dû due numeri p, , p^ . 

Supponiamo p, ^ p, • Indichiamo con a, , a^ , ... a^ , ... gli zeri 
^ fXOf e con b^, b^, ... b^y ... queUi di F, (;(). Gli zeri di f (0 
^^Oo l'insieme di quelli di f, (0 ^^ ^aCO» indichiamoli con e,, e,, ... 
^•> ... Ho 

kj ^ laj IcJ ^ IJJ , 



•) Opera citata, Nota II*. 
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onde l'esponente di convergenza dei moduli |c J , |rj , . , . |^,| , . . • è u« 
guale o maggiore degli esponenti di convergenza dei moduli |aj, 
|aj , . . . \aj , . . . ; |tj , \b^\ , . . . \bj , . . . Di qui si ha p ^ p, . 
D'altra parte ho che le serie 






convergono ambedue assolutamente onde converge anche la serie for- 
mata sommando i loro termini in un ordine qualunque 

y_JL_ 
.4-. Ic.r-' 

Non può dunque essere p <! P, ^^ si ha proprio p = p^ , 

Questo teorema si può enunciare cosi: 

Quando gli ordini apparenti p,', p^' delle trascendenti intere F,(ì) 
F^(jO sono frazionari, Vor dine apparente p' del prodotto F(jO ^^^^^ ^ 
trascendenti è uguale al maggiore dei due numeri p|, p^ . 

Se p,', pa fossero uguali ed interi, l'ordine apparente del prodotto 
potrebbe riuscir minore ; basta considerare il prodotto e^ . e~l. Ma tale 
fatto non può, come abbiamo veduto, esser causato dai prodotti infiniti 
di fattori primari, può solo dipendere dalla specie dei due fattori espo- 
ne 2 iali che in esse compariscono, scriviamoli e^^^^\ e^^^^K Indico con 
M(r) la funzione del modulo massimo del prodotto di queste funzioni 
esponenziali. Se dimostro che quando i gradi y^ , j^ , dei polinomi Q, (:(), 
Qi 00 sono disuguali si ha sempre (supponendo 9, <[ j J 

e''''^<M(ir)<e^''^^ 
da un certo valor di r in poi, ho che il teorema più sopra enunciato vale 
anche per pj, p^, interi purché diversi fra loro *). 

Ma dò è evidente perchè il prodotto 

è una funzione esponenziale, ed il grado del polinomio esponente è j, , 
Che se p,, p^' sono interi uguali posso solo afiermare che Tordbe 
apparente del prodotto non può esser superiore. 



*) E infatti considero i quattro numeri pi > p, > 9i > fa • ^^ ^ maggiore à p, ror« 
dine apparente di F(:{;) è p, ; »e invece ^, non è minore degli altri questo è il grado 
dell'esponente nel fattore esponenziale di F(i) il cui ordine reale non supera q^ , ed 
è perdo il genere di F(^) e pei teoremi di Hadamard (pag. 5) è anche rordine 
apparente. 
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Teorema H. — Consideriamo gli ieri di due trasundetUi inUre F, (0> 
PiOû' ^^ * ^^^ ordini di infiniiudine p, , p^, sono determinati, anche gli 
[eri del prodotto FC^ì) = i*", (^c) • f a (^) hanno V ordine di infinitudine de- 
terminato. 

Infatti ho colle notazioni di prima 

e subico 

»^ <K\<n^' . 

La prima parte è provara dal fatto che l'ordine reale di F(;() è p,; 
la seconda dal fatto che \c^\ Z, \a^ . 

Supponiamo ora che Tordine di infinitudine degli zeri di F, (;() sia 
determinato, mentre quello degli zeri di F^ (:() sia indeterminato. Ho da 
un certo n in poi 

ma per infiniti valori di n che indico con n- si può fissare un certo va- 
lore h abbastanza piccolo per cui sia 

(2) N >«?**• 

Distinguo ora due casi: 
a) Sia 

p« ^ p, ; 

si ottiene subito come prima 

«^~''<Kl<«^"^ 

*; Sia 

p, > p. • 

Ho intanto 

da un certo n in poi. Ma poiché pei valori n. pei quali si ha la (2) 
i moduli |a».| soddisfano a cagiona della (j) almeno da un certo punto 
in poi alla 
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con Yî piccolo a piacere, e siccome |c„| è maggiore del minore fra i due 
I^J y \K\ y si avrà 

da cui subito, ponendo 2 n. = n. 

is-i > ^? 

con 6 positivo piccolo a piacere. L'ordine di infinitudine degli zeri di 
F(^) è dunque indeterminato. 

Ci resta da esaminare il caso che l'ordine di infinitudine degli zeri 
di ambedue le funzioni sia indeterminato. Supporremo gli ordini reali 
Pi > P2 > diversi fra loro ; sia p, >► p^ . Ho colle solite notazioni 



(0 


j I 


~'<ki 






( n<-' 


"<I*J 




e per infiniti valori n^ 


, n, di n 






(4) 


ì «f* 






dove h Q k sono numeri positivi 


abbastanza 


piccoli. 


Quanto a |c^| ho 


intanto 








I 


'<kl. 





Ma pei valori n^ pei quali si ha la (4) sappiamo dalla (3) che i 
moduli \bn^\ soddisfano almeno da un certo punto in poi alla 



^-■n 



<' <\K\ 

onde ragionando come nel caso precedente e ponendo 2 «^ = n^, 

L'ordine di infinitudine degli zeri F(:Q è dunque indeterminato. 

Per questa dimostrazione fu necessario supporre f^^f^^ giacché solo 
in questa ipotesi si può asserire, scegliendo convenientemente h ed in, 

come era necessario. Vedremo in seguito come senza l'ipotesi p^ ^ p, 
può l'ordine di infinitudine riuscir determinato. 



I 
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I teoremi di Borel citati in fine del § 2° ponendo in relazione Tor- 
iine di infinitudine degli zeri di una funzione intera col suo modo di 
a.ccrescimento ci permettono di enunciare i seguenti corollari che valgono 
p^r ogni prodotto di due trascendenti intere i cui ordini apparenti siano 
fr^uàonari : 

Corollario L — Il prodotto F(x) = F^(x)'F^([) dove F^l) ^ 
p'^ (0 ^0^^ trascendenti intere ad accrescimento regolare, è pure una trascen- 
dente intera ad accrescimento regolare. 

Esso vale anche se gli ordini apparenti p' , p^ sono interi purché 
ligr^li ai rispettivi ordini reali. 

Corollario n. — Se nel prodotto FQO = F, (:() . F^K.) '^ trascendente 
intera F^(^^ è ad accrescimento regolare mentre F^(;0 è ad accrescimento 
irregolare, FQQ sarà ad accrescimento regolare se p,'^?,, irregolare se 

p; <p;- 

Corollario EI. — Se nel prodotto FQQ = F, (jQ . F, (:() (^cogli ordini 
apparenti p,', p^ diversi fra loro) F,(:^) ed F^QQ sono ad accrescimento ir- 
regolare, tale è pure F(;(). 

S 4- 

Consideriamo l'accfescimento della somma di due funzioni trascen- 
denti mtere. L'estendere i risultati alla somma di un numero maggiore 
di Funzioni è facilissimo. 

Teorema. — La somma di due trascendenti intere di ordini apparenti 
P» > ç\ diversi fra loro è una trascendente intera di ordine apparente uguale 
^^ -rnaggiore dei due pj , p^ . 

Sia 

|M.(r) - M,(r)| ^ Ai(r) ^ Af.(r) + M,(r). 

Senza usufruire per ora l'ipotesi p', ^ p'^ supponiamo soltanto p,' ^p,« 
"•"-^ seconda parte della limitazione scritta mi dà 

p'+Ti p'+n p'-^TTi p'.-^-n , 

M{r)Z,e +e' <2e^' =e' *'°«\ 
*^^ un certo r in avanti si avrà /'"^^ > log 2 onde posso scrivere 

M(r)<«»' =«' . 
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Ma per r abbastanza grande log^ 2 diviene piccolo finché si vuole, 
dunque l'ordine apparente di F(;() non può superare p^ . D'altra parte^ 
nell'ipotesi p', ^ p^ , non può quest'ordine esser minore di p|, poiché dalla 

\K(r)-MXr)\^M(r-) 
ricavo 

A/,(f)-M,(r)^M(r) 
da CUI ho 

che vale per infiniti valori di r maggiori di ogni numero grande a pia- 
cere, e preso un numero positivo piccolo a piacere «, il primo membro 
per r abbastanza grande divien maggiore di 

e 
Dunque ponendo » -}- e = <t ho che per infiniti valori di r madori di 
ogni numero grande quanto si vuole si ha 

ove <T è piccolo a piacere, e questo prova quanto vogliamo. 

Questo teorema ci mostra che in generale la somma di due tra- 
scendenti intere di genere finito p^y p^è una trascendente intera di genere 
finito uguale al maggiore fra p,9 p^^ Se p, = /;^ può il genere della 
somma esser minore. Ma di più, date due trascendenti intere di genere 
py supponiamo che gii ordini apparenti delle due trascendenti intere sieno 
uguah ed interi, li indico con p', e sieno uguali all'ordine reale p il 
quale sia per eccesso, e sia 

p' = p=;,+ i *). 

In tal caso Pordine apparente della somma delle due trascendenti intere 
non può superare p'; se supponiamo che sia proprio p' non si può e- 
scludere a priori che anche il genere possa esser p' cioè />+ i. In realti 
questo fatto può verificarsi. 

E. LiNDELöP *•), ha trovato che, ponendo 



•) Vale a dire che* la fuüzione non deve avere un fattore esponenriale colf espo- 
nente di grado p. 

••) Comptes Rendus, 30 décembre 1901. 
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k somma f(:Q + /( — ^ ^^ genere i mentre /(:^) ed /( — :() sono 
di genere zero ; e Pierre Boutroux annuncia degli studi sistematici sulle 
coppie di funâoni intere di genere ^ la cui somma è di genere p + i *). 
Dal teorema dimostrato discendono facilmente questi corollari : 
Corollario I. — Se le trascendenti intere Fi(X), ^^(/O ^^ ordini appa- 
renti pi , p^ diversi fra loro sono ad accrescimento regolare, la loro somma è 
urta, trascendenti ad accrescimento regolare. 
Poniamo p', > pi . Ho 

e'' -/ <Mir)<c' 

per tutti i valori di r da un certo punto in poi. Ma abbiamo già veduto 
che la prima parte della limitazione diviene, per r abbastanza grande, 

lï^^-ggiore di e'^ con <t piccolo a piacere. 

Cokolulkio U. — Se le trascendenti intere f,(0> ^lOù if^^ Pit^pI) 
S€>^no la prima ad accrescimento regolare, l'altra ad accrescimento irregolare^ 
^ loro somma t ad accrescimento regolare od irregolare secondo che f[ > p^ 
oi>t>tére p; < p; . 

Avrò da un certo punto in poi 

e <M.(r)<e'' 

A''<M,(r)</'*' (p;-*>o). 

È chiaro che posso dar questa forma alla limitazione 

«'•<M(r)</ 

^^1 Ç 2, poiché so che ß tende al valore dell'ordine apparente, io prendo 
f^^^^ h uguale al limite superiore dei valori di a. 

Nel caso p,' > p^ la dimostrazione non diflferisce dalla precedente. 

Nel caso p', < p^ ho da un certo punto in poi 



p;-»-Ti 



X^er infiniti valori di r 



*^5 



9\-ti p',-Ta p^-<T 

Af (r) ^ € — e^ > e' (<T piccolo a piacere) 

non per tutti da un certo punto in poi; infatti per infiniti valori in 



^ Comptes Rendus, 13 janvier 1902. 

Xtmà. Cire. Mstêm. PaUrm; t. XVII (1903). — Stampato il aa maggio 190). 
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là fin che si vuole ho 



rh^yi . /i-^^ . /a-^ 



Corollario III. — Se le trascendenti intere F, (:(), F^ (x!) (f^ Pi 7*^ pi) 
sono ad accrescimento irregolare, la loro somma è pure ad accrescimento ir- 
regolare. 

Ho da un certo r in poi 

/-"<M. «</■*' 

/-"<M.W</*". 
Supponiamo p', > p^ . Per infiniti valori di r in là fin che si vuole ho 

M(r)<|/- + /!</-'. 

La condizione che gli ordini apparenti p', , p, siano differenti fra 
loro è indispensabile e non già imposta dal metodo della dimostrazione. 
Siano F(0 ^^ ^(0 ^^^ trascendenti intere la prima ad accrescimento 
regolare e di ordine apparente maggiore che la seconda la quale sia ad 
accrescimento irregolare. La somma delle due trascendenti ambedue ad 
accrescimento regolare 

(F(0 + û(0 

è ad accrescimento irregolare. Se invece Û(:() è di ordine apparente 
maggiore, le due trascendenti intere ad accrescimento irregolare 

-û(o 

hanno per somma una trascendente intera ad accrescimento regolare. 

È per altro evidente che se due trascendenti intere F, (0> -^,(0 
di ordini apparenti uguali sono ad accrescimento regolare, ed hanno la 
parte reale ed il coefficiente dell'immaginaria di segno uguale in tutto il 
piano, od almeno lungo i rami |F, (;^)| = Af , (r) , IF^COI = -*^a(0> ^ 
anche in uno solo di questi rami, la somma F, (;() + F, (;() è ad accre- 
scimento regolare. Ma come in breve farò vedere con un esempio non 
si può dire analogamente che essendo soddisfatta quella condizione, se 
F,(0> FjOÌ) so^o ad accrescimento irregolare debba esser tale la loro 
somma. 
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S 5. 

Tutte le trascendenti intere che finora si presentarono spontanea- 
m«iiii.te ai matematici sono ad accrescimento regolare: ciò conferisce allo 
studio di queste un'importanza ben maggiore che allo studio di quelle ad 
aocrx- escimento irregolare. Tuttavia daremo un esempio di queste ultime 
ctx^ ci servirà a fare alcune osservazioni. 

Prendiamo la funzione t^ e scriviamone lo sviluppo in serie 

(x:> e^^ = a^-|,a,^+ h^.^^H • 

S^pa. riamo i termini di questa serie in gruppi successivi 

?. = ^o + ^«^H ]r\<:' 

Cxo 



Dimostrerò che scegliendo convenientemente i numeri n, , «^ , 
^* ^ > . . . f/j , . . . si può fare in modo che ciascuno di quei gruppi rap- 
E^^'^send ben dawicino la funzione e^* per valori di :( collocati sopra cer- 
^*^^->. col centro nell'origine di raggio infinitamente crescente quando si 
ï^^^^ndono gruppi di posto sempre più avanzato. 

Consideriamo un gruppo generico fra gli (i') 

gl^i (0 = \•^^ ^. ^, H V \ ^»*' y 

^ ta: ' '^ 

^ï^o vedere che il secondo membro, quando siano scelti conveniente- 
^'^^^nte i numeri n^^ n^^^ è superiore in modulo a 2e'^'' per valori %^ 
^i ;|^ sopra un certo cerchio col centro nell'origine di raggio r'. 

Anzitutto i ooefiBcienti a^ non sono mai negativi / quelli di posto 
^lìspari son nulli, quelli di posto pari sono —. — \ onde 




2xa 
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da cui 



a,|;cl'<«'"\ 



a,\^\'<eM' 



(k'l#kl). 



Sia r^ un valore positivo fissato minore di r', la prima somma di 
(2) è inferiore in modulo a quella ottenuta sostituendo ciascun termine 
col modulo del termine di modulo maggiore 

(3) Z'».d<«»«'Mf) • 

Prendiamo in seguito r^y^ r'; si può scrivere 



00 



(4) 



<"'(f)""l'H+(^)+-] 



1 — 



^. 



Poniamo ora 

il secondo membro di (3) sarà allora minore di e\ Verifichiamolo 

I JL JL 
T r* r^ ^ r* 

ri 2"o rio < e'S 
e questa disuguaglianza, facendo il logaritmo dei due membri, riesce e- 
vidente. 

Poniamo ora 



tr , 



•k-f-i 



— r'ì 



il secondo membro della (4) è allora inferiore ad t\ Qò infatti è e- 
spresso dalla disuguaglianza 



doè 






la quale per r' abbastanza grande è evidente. 

Avremo dunque per tutti i valori :^' di ^f sopra il cerchio di rag- 
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la quale ci esprime che per r' abbastanza grande |^t^,(:(')l ^ prossimo 

a j/^ I e volendo considerare il massimo modulo di ^t^,(:^')> massimo 

modulo che si ha ponendo z! = r' poiché nei punti dell'asse reale il 

modulo dei gruppi (i), come anche della e^*, è la somma dei moduli 

dei termini, avremo 

con e piccolo a piacere. 

Per Ottenere questo risultato abbiamo preso 



i^r 



-^r'3 



da. cui elimmando r' si ha che i numeri n, , n^ , n^ , ... «j , ... devono 
^^s^r presi in modo che sia 

Se ora chiamiamo ç,(0> ?a(0 ^^ ^^^ trascendenti intere formate 

'^^ prima sommando i gruppi (i ') di indice pari, la seconda quelli di in- 

^^<=^^ dispari, risulta da quanto abbiamo dimostrato che per valori di ;( 

^•"^ c:erti cerchi col centro nell'origine di raggi infinitamente crescenti sarà 

'^» Ck)| prossimo a |e^*"*|, precisamente 

M.(r)>e'^ 
^^^^ràtre in altri pure di raggi infiniumente crescenti 

M.(r)<2«'</^ 

^ lc> stesso dicasi per ç^ (X) la quale sarà di modulo prossimo a |e^*| nei 
^^^^^dhi dove ?,(0 è di modulo prossimo a \e^\ e viceversa. Queste due 
^^^^"^i^oni sono dunque ad accrescimento irregolare *). In esse, al posto 



*i^ì 



coefficienti che furon presi nuUi, si potrebbero porre i coefficienti 



^ vigual indice dello sviluppo di e^, esse rimarrebbero sempre ad ac- 
^^^"^sdmento irr^olare, il loro modulo oscillando al crescer di \i\ fra 
^Và^lU di ^ ed e^. 



*) Questo metodo per costruire una funzione ad accrescimento irregolare è dato 
^^- Ê. BoREL nelle « Leçons sur les fonctions entières », Nota III* e nelle « Leçons sur 
*^* séries à termes positifs. (Gauthicr-Villars, Paris). — Emile Borel costruisce una fun- 
^OTic il cui modulo oscilla fra |/l ed \e*^\. 
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È evidente che l'ordine apparente di ^iC^), fXl) è come quello 
di e^ uguale a due. 

Osservazione i\ — Sappiamo che f^ (^), t>j(Oj ^^ ? prendono valori 
di massimo modulo nei punti dell'asse reale, quivi la parte reale è posi- 
tiva per tutte tre le funzioni^ ed il coefficente deli^immagiiiaria è nullo. 
Ma la somma delle due funzioni ad accrescimento irregolare 

è uguale ad ù* cioè ad accrescimento regolare* Che questo potesse ac- 
cadere avevamo gii annunciato al § 4, 

OssEKVAZiONE 2^*. ■ — La somma delle due funzioni 

Tuna ad accrescimento regolare, l'altra irregolare, è ad accrescimento rego- 
lare perchè il suo massimo modulo è sempre compreso fra \e^ \ e 2 1*^*1- 
Invece la somma 

è ad accrescimento irregolare essendo uguale a ç^(\). 

Osservazione f. — La somma delle due fundoni ad accrescimento 
regolare 

è ad accrescimento irregolare. 
Abbiamo dimostrato 

prendendo «.^, ^ fini" e 2 nf ^ r' ^ tij^, . Se si prendesse «^, ^ 8 nj* 
e 3«5^r'^rt'^, si dimostrerebbe nello stesso modo 

ed evidentemente prendendo n^^^ ancora più grande ed r' conveniente- 
mente si potrebbe ridurre il primo membro dì questa disuguaglianza mi- 
nore di 2e^' con t piccolo a piacere. 
Fissata un'infinità di gruppi (i') 

ek(l% gk(x% gtd) '- (A + Ï < A. * + I < i, * . 

è manifesto che è possibile, prendendo in ciascuno un numero di ter- 
mini abbastanza grande, fare in modo che sia, per valori di :^ sopra 



> 



r 
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j 

certi cerchi col centro nell'origine, di raggi infinitamente crescenti 

^ oosl via *). La funzione che si otterrebbe togliendo dallo sviluppo in 

s-^s^rìe di e^* i gruppi di termini gj,(pì)y ^*(0> ?/(0> • • • > manifesumente 

►rittnendo i gruppi ^|,^,(0, gk^iQÒy gi^tOO^ ••• sarebbe molto pros- 

ad e^* pei valori di ^ sopra certi cerchi di raggio infinitamente cre- 

rente, e pei valori di :( sopra altri cerchi (valori che abbiamo indicato 

m î(i , ^ci , îC', , . . sarebbe da un certo punto in poi di modulo mi- 

■n^ore che e^* con « piccolo a piacere. 

n suo ordine apparente essendo due, il genere è almeno i, questo 
ï>xro^a che non è sempre possibile, per le funzioni di genere finito di- 
"^r^r so da zero trovare un numero a > o tale che sia 

I>^ìx- ogni valor di r da un certo punto m poi, come sembra credere E. Bo- 
^^:e.i_ *•), ma bisogna ammettere che possa essere a = o. Qò posto la de- 
Cxii^one di accrescimento regolare od irregolare va applicata anche alle 
^f^uxxzioni di genere zero, non limitata, come fa il Borel, a quelle di ge- 
Ä^^r"€ maggior di zero. Cosi per esempio è ad accrescimento regolare 
^^^ funzione 



0(-^) 



^l dui ordine apparente è zero. 

Termineremo dando un esempio anche di due funzioni ad accre- 
^^ìxnento irregolare, di ordini apparenti uguali, il cui prodotto è ad ac- 



I 



•) Basta infatti per avere \e ^ — g- (:çpi < 2/J porre 
•^ Leçons sur Us fonctions entières, Nota II*. 
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cresdmento isolare. Consideriamo il prodotto canonico 

il quale è ad accrescimento regobre perchè Tordine di infinitudine della 
successione i, 4, 9, ... wS ... è uguale ad ~ . Divido tali zeri in gruppi 

gd i,4,...h' g:) (fe+i)', ...h* 

g;) (Ä'+iy,.../," g;) (h^+iy, ...h" 



b successione di numeri contenuti nei gruppi ^, , ^, , ^5 , . . . , oppure 
Taltra dei numeri contenuti nei gruppi g^, g^, g^, ... hanno l'ordine 
di infinitudine indeterminato. Infatti indichiamo con r, , r, , . . . , r^ , ... 
quelli della prima delle due successioni di numeri ora formata, è facile 
constatare che mentre si ha sempre 

raltra 

è verificata per infiniti valori di n ma non per infiniti altri. 

n prodotto infinito avente per zeri i numeri di questa successione 
sarà dunque una trascendente intera ad accrescimento irregolare ^,(0> 
il suo ordine apparente è ~ . Analogamente otterrei ^, ([) prendendo per 
«cri i numeri dell'altra successione di numeri. 

Osservazione 4*. — Il prodotto ^^ (X) X ^^,(0 ^^^ ^ ^^^ ^^^ ^ 
trascendente intera ^(jQ ad accrescimento regolare. 

Osservazione 5*. — Le trascendenti intere 

sono ad accrescimento regolare, ma il loro prodotto è ad accrescimento 
irregolare. 

S 6. 

Espongo alcune osservazioni sul ramo \F(^)\ = M(r)y limitandomi 
Alle funzioni di genere zero. Sia 



fw=n('-f) 
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avremo 



«—1 ' n I «»I n 

ove con S^«^ indico la distanza fra il punto mobile :ç e il punto a^ . 
Preso un cerchio in di raggio r consideriamo i punti su esso 

^ > • • • ^i = (ih, Ih, • • • ^b*) • • • (* ^ *) 

nei quali hanno il massimo valore rispettivamente i prodotti 



(0 



a. 



n^h 



•n 



I - -^h • • - per M = r; 



questi gruppi di punti si possono immaginare come successive posizioni 
di uno stesso punto (che può anche sdoppiarsi o moltiplicarsi), esso ten- 
derà ad una (o più, od anche infinite) posizioni limiti e in tali punti li- 
miti si ha |F(OI = -*^(0- 

Di qui ho subito 

Teorema I. — Se gli T^eri di una fun^^ione trascendente intera di ge- 
nere ^ro sono compresi in un angolo a^-ju col vertice sull'origine^ \F(jO\ 
prende il valore M(r) nell'angolo opposto e non fuori di esso. 

È facile infatti, con considerazioni di geometria elementare, persua- 
dersi che le successive posizioni ;(, , X29 • • • Zh> • • • ^^^^ ciascuna entro 
Tangolo opposto al maggiore di quelli che hanno per lati i raggi che uni- 
scono l'origine agli zeri dei prodotti (i) corrispondenti. Basta conside- 
rare che i fattori dei prodotti (i) sono proporzionali alle distanze del 
punto Ti dagli zeri, e quindi la posizione t^^^ si ha dove è massimo il pro- 
dotto delle distanze da a, , a^ , . . . a^j, . 

Teorema II. — Per ogni valore di r vi è un gruppo di fattori di 

ìj I — — i quali hanno la maggior influenT^a sull'argomento del punto 

m\FQO\^M(r). 

E mfatti sia \i\ = r, i fattori di |T 1 ^ relativi a zeri di mo- 

dulo prossimo ad r assumono valori assai diversi quando t^ percorre il cer- 
chio, mentre i fattori relativi a zeri più lontani vi hanno valori somiglianti. 
Questo bscia già intuire la verità della nostra proposizione, poiché ciascun 
fattore influisce sull'argomento del punto (o dei punti) ove |-F(:ì;)| = Af(r) 
non colla propria grandezza ma colla grandezza delle variazioni quando 
l percorre il cerchio. 

Rtmd. Cire. Matêm. Paltrmo, t. XVII (1903). — Stampato il 26 giugno 1903. 28 
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iia per |;(.| = r il massimo valore su quell^arco attorno al punto P,., vale 
a dire il fattore relativo allo zero a. prevale sul prodotto di infiniti 
/attori 

Ol-tl 

Potremo ora estendere la portata del teorema i°. Avremo infatti 
Teorema III. — Se gli :^eri di una trascendente intera di genere T^ero 
ad accrescimento regolare si possono dividere in due gruppi 



\ 






trt m 



cdo che I II I — ^ j sia di ordine p come la funzione, e \ 1 li — ^\ 

siéx di ordine p, <[ p, e se gli Tfiri a^ sono entro un angolo ol^tz^ il cui 
oj^J^asto al vertice indico con ol\ |F(<)| piglia per r abbastan^ß grande il valore 
^^ Qr^ entro un angolo ol** comprendente cl' e prossimo quanto si vuole ad ol\ 

Supponiamo dapprima I 1 li — -^ l ad accrescimento regolare 

^^>iri€ Il I I ^ I . Pongo — = 6, — = Ö, , e formo le due suc- 

^^^^ssioni 

**> I 2® 5® n® 

"^^^ssiamo associare ciascun termme b) con quei termini a) che sono più 
Ï* ^Ossimi ad esse che agli altri termini b) ed otterremo dei gruppi di nu- 
'^^^eri ^, , ^a , . . . ^fc , . . . in cui con un termine b) si trova associato 
^^^ numero di termini a) molto grande e che cresce rapidamente pren- 
^^ndo gruppi g^ di indice abbastanza elevato. Facciamo corrispondere le 
^viccessioni a), b) agli zeri a^ , i^ , ed associamo questi zeri come fu 
*atto pei termini di a), b). 

00 I ^ co 1 

Formiamo coi fattori di I li — , I I i t- dei gruppi 

^1 9 ^a > • • • ^bf • • • corrispondenti ai gruppi formati cogli zeri È e- 
"^dente pel fatto che l'ordine di infinitudine degli zeri a^, b^, è deter- 
ttdnato e pel modo come furono associati che prendendo h molto grande 



Î fattori 



-Ohi 



che compaiono in Gj, sono di modulo pros- 
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simo a quello del fattore di 1 I i ^ con essi associato *); G^ 

dunque prenderà il valore Af (r) entro un angolo a" comprendente «' 
e prossimo ad a' e che al crescere di h si avvicinerà sempre più ad a'. 
Ma sappiamo che per ogni valore di r i termini dei prodotto infinito 

i''(oi=lO(-t)0...(-t)l 

corrispondenti agli zeri di modulo prossimo ad r bastano a dare con 
molta approssimazione il punto ove |-f (01 = A^CO» basterà allora pren- 
dere per ogni valore di r quelli fra i gruppi G i cui zeri sono più pros- 
simi ad r. 

Il teorema vale anche se [ | li ^ 1 è ad accrescimento irre- 
golare. In tal caso stacchiamo da 

0(-t) 

un prodotto infinito | J ad accrescimento regolare di ordine p^ tale 

che sia p>p,>p,. Poniamo Ocdu) ~ FliD^rica)* ^^^^ ^^^ ^^ 

accrescimento regolare. Indicando con I I il 1 1 li ^ i dopo che 

da esso fu tolto | 1 ho 

1 J-U) 

''«=n-n..... 

cioè siamo nel caso precedente. 

Teorema IV. — Se due funiioni di Fi(0, F,(0 ^l^^no la prima 
ad accrescimento regolare di ordini apparenti pj , p^ , si mantengono in un 
certo spazio a esteso alVinfinito almeno da un certo valore di |:j| in poi mi- 

nori in modulo di e' , il modulo della fun:(ione f (0 =^ ^i(0 X /^ (0 



*) L'essenziale è che il rapporto delle lunghezze dei raggi della corona entro cui ^-^ 

son contenuti gli zeri di un gruppo cresce molto meno rapidamente che il numero ^39 

deg^ zeri dei gruppi, e infatti detto rapporto è minore di ) ^,^ dove « al ere- — 

scere di n diviene piccolo a piacere, mentre il numero degli zen a^ dell'ennesimo gruppo ^ 

è maggiore di (« + — (« — i/'. 



f 
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prenderà i valori M(r) fuori di a almeno da un urto r in poi. Pub essere 
Pi' ^Pj ^ ambiane possono essere > i. 

Infatti rordine apparente àìF{x) ^ p'^PÌ • M^ ^'^^^ spazio a ho 

|F(OI<«" =«' 

e poiché log^ 2 tende a zero si ha da un certo r in poi |F(OI <C ^^ 
Ma per r abbastanza grande ho 

dunque da un certo r in avanti \F(jO\ non può prender il valor MÇjr) 
ia a ♦). 

Osservazione. — L'estendere ad un prodotto canonico di genere />> o 
i teoremi i°, 3°, dato pure che valgano senza modificazioni, non è pos- 
sibile coi metodi semplici con cui furono dimostrati per le funzioni di 
genere zero. Poiché mentre per queste ultime ogni fattore del prodotto 
infinito ha il modulo massimo sul raggio opposto ad uno zero, ciò non 

si ha più quando nel prodotto entrano esponenziali, infatti |«**| ha il va- 
lor massimo sopra il raggio Oa^ e non sull'opposto. 

Venezia, marzo 1903. 

Carlo Toffoletti. 



*) Di qui si ha : Data una fimzione intera di genere i ma di ordine p <C i 



^ ^«idicando con <p l'argomento di «+ *P conduciamo per l'origine la retta p che fa 

^*assc X un angolo di <p, da un certo r in poi non potrà essere F(x) = M(r) 

"»ori (id semipiano dalla parte di (« — »ß) rispetto alia retta p. 



DI UN METODO PER L'INTEGRAZIONE E IJO STUDIO 
DELLE EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI 

Nota di Ouido Fabini, in Caomtau 
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n metodo, di cui voglio trattare nd presente lavoro, non è che 
l'estensione alle equazioni alle derivate paraali del metodo con cui si cat 
colano gli int^ali definiti, che gii il Cauchy applicò per lo studio delle 
equazioni alle derivate ordinarie *). Esso d fonda sul fatto ben noto 
che come la derivata di una funzione y = f(x) di una sola variabile è 

lim ^^ ' l — ^^-^, cosi pure le derivate parsali di una funâone di 

più variabili sono limiti di espressioni analoghe. Cosi per esempio se 
^ = /(^» y) si ha 

dxdy fc.o,à-o hk 

d'f ^^^ Kx+2h,y)-2Kx + h,y)+f(x,y) ^ ^ 
dx^ k^ h" ' ' 

D procedimento che allora si ofiBre spontaneo è il s^uente: Sia A 
una equazione differenziale qualsiasi che si debba integrare in un certo 
campo con date condizioni iniziali. 

Divìdiamo questo campo in campi parziali e sostituiamo all'equa- 
zione data un'equazione By non più differenziale, che si deduce da quella 
sostituendovi, al posto delle varie derivate che vi compariscono, le espres- 



*) Cfr., p. es., Picard, Traiti d'Analyse^ t II, pag. 291. 
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sioni dedotte col metodo precedente, di cui esse sono limite col tendere 

a zero di certi incrementi hy k . . . Cerchiamo di disporre delle divisioni in 

campi parmli e di questi incrementi h^ k . . . in modo che scrivendo la 

B per ciascuno dei vertici di esse divisioni per cui essa ha un significato 

non si ottengano che equazioni tra i valori della funzione incognita nei 

vertici della divisione stessa, in modo tale che, tenuto anche conto delle 

condizioni iniziali, o al contorno ecc. si ottengano cosi tante equazioni 

çuante incognite. Queste equazioni, risolute, daranno allora certi valori 

per la funzione incognita nei vertici dei nostri pezzi parziali (tranne al 

piCi un numero finito di vertici stessi). Facendo ora tendere all'infinito 

il numero dei pezzi stessi in modo che essi tendano a zero in tutte le 

diamensioni, potrà darsi che i valori cosi ottenuti per la funzione iuco- 

g"x:AÌta in questi vertici tendano a valori limiti ben determinati, che costi- 

tm-ajìscano nel nostro campo una funzione soddisfacente all'equazione A^ 

li'T^Miite delle successive equazioni B. 

Questo procedimento riesce per es. in generale per l'equazione 

^ = /(x, y) in cui esso si riduce al procedimento di Cauchy (am- 



X 

. <sse per la / le condizioni di Lipschitz) : il campo considerato è un 
aento dell'asse delle x. Conosciuto per le condizioni iniziali il valore 
d-^^^e ^ a un estremo, si deducono i valori approssimati della y negli e- 
remi di piccoli intervallini in cui il semento è stato diviso (vertici della 
-^visione). Il far tendere a zero mtti questi intervallini fa conoscere Tin- 
-^ale cercato come limite appunto di questi valori approssimati. 

Noi ne vorremo ora p. es. fare una applicazione alle equazioni dif- 

=renziali lineari del tipo iperbolico del secondo ordine. Noi vedremo 

^^^me esso conduca nel modo più diretto possibile al teorema di esistenza 

a quello di unicità di un integrale di questa equazione di cui siano 

^ti i valori lungo due caratteristiche; esso anzi ci condurrà tra l'altro 

più espressioni di questo integrale per mezzo di serie uniformemente 

Qvergenti. Sia l'equazione : 

ä3^ + a-3^+*-5^ + c;C = ?. 

love a, by e sono certe funzioni di x, y^ esistenti nel campo che con- 
federeremo. Vogliamo trovare un int^rale di questa equazione, che sul- 
l'asse delle X e su quello delle y si riduca a due certe funzioni /(y), 
^{x) determinate della y e della x. È ben chiaro che questo problema 
< equivalente alla determinazione di un integrale della (i) che si annulli 
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sugli assi coordinati; perchè infatti se (x(x, )>) è una funzione qualsiasi 
di jc, y che sugli assi coordinati si riduce a /()'), f (^), la funàone 
a; = :^ — P- (^> )') soddisfa pure a un'equazione 

che è dello stesso tipo della (i). Noi, per semplificare le nostre formole 
supporremo perciò senz'altro /(^) = F(x) = o. E supporremo di voler 
integrare la (i) nel campo racchiuso p. es. dall'asse delle x, da quello 
delle "jy dalla retta x= i e della retta ^= i. Si capisce che l'integrare 
la (i) in un altro campo rettangolare racchiuso dai due assi coordinati 
e da due rette loro parallele non è un caso più generale del precedente, 
che noi soltanto trattiamo per maggior semplicità. Dall'uno si passa al- 
l'altro con una trasformazione x = ^x', -j =• hy'y dove fc, k sono costanti 
ed x', y' sono le nuove coordinate. Premesso questo, si vede subito che 
il modo più opportuno di spezzare il nostro campo in campi parziali è 
quello di divìderlo in rettangoletti per mezzo di parallele all'asse delle x 
e delle y; noi potremmo anche volendo tirarle in modo arbitrario; ma 
per non complicare il calcolo supporremo senz'altro di scegliere le pa- 
rallele in guisa che il nostro quadrato venga suddiviso in piccoli quadra- 
tini di lato uguale a — dove n è un intero crescente all'infinito. I ver- 

nei della nostra divisione sono i punti di coordinate ( — , ) > ^^ve 
p, q sono interi per cui o^p^n, o^q^n. Per brevità porremo 
x= — , y^ z= -L , Le equazioni B che noi dobbiamo sostituire alla 
equazione A sono le : 

(2) { , .. . . Kxp,y^^,)-Kx y ) J(V,,>,)— /(v„ vJ 

] +^KXp-^yy,^^y\-^—^-^ 1 (-*— ^ 1 '— 

n n 

(/», 9 = I, 2, ... fi). 

Infatti, con linguaggio non rigoroso, se noi supponiamo n infinita- 
mente grande, la (i) per x = x^, y = y^ si riduce alla (2). 

Vediamo facilmente che la (2) insieme alle/(x^, ^^)=:/(x^, ^J = o, 
che si deducono dalle condizioni iniziali, permettono di determinare tutte 
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le /(x^, y^. Infatti da (2) si ha: 

M> y.) = ['- 4-)/(v« > ^.) + (^ - t)m> V.) 

che ci dà /(x^ , )^^) in funzione delle /(x^ , y^ dove ^ + ^ <C p + ?• 
Con successiva applicazione di questa formula stessa è ben chiaro che 
conoscendo noi i valori di /(o, y^=.f{x y o) = o si possono trovare 
i valori della /(x, y^ in tutti i vertici della nostra divisione. In molte-' 
plici modi noi possiamo trovare l'espressione di questi valori: tra questi 
noi ne sceglieremo due abbastanza eleganti e che ci condurranno a sem- 
plici formule per lo sviluppo delle /(x, y\ Intanto per semplicità noi in- 
dicheremo con due apici /), q i valori di una funzione di x, y per x = x^, 
y = y^ e per maggior precisione scriveremo la formula precedente sotto 
la forma seguente : 

\ (/) ^ I, ^ ^ I). 

Se />, q sono due numeri qualsiasi minori o uguali a « e se /> > i, 
porremo (se t^p) 

(3) B<;',= i ese«<i, B^ = fl(x-ÌM.). 

Scriviamo ora le equazioni che si deducono da (ß) mutando p in 
/) — I, p — 2, /) — 3, . . . , I moltiplicate rispettivamente per 5^/*^_, > 
^/r/.Li > • • • > ^L^i^^l ^ sommiamo queste alla (5) membro a membro. 
Otterremo cosi, ricordando che /^^ = o : 

/»=(■ -"-^)/m-.+ I (- ^)«!!r-'; i'-h'W' 

JUni. Csrc. UMitm, FaiUrmo, t. XVII (1903). ^ Sump^tò il 17 giugno 1905. 19 
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L'espressione racchiusa tra graffe è una quantità che, ammesse le 
a^ by e finite e soddisfacenti a condizioni ben poco restrittive, che è inu- 
tile precisare *) è una quantità infinitesima almeno del secondo ordine 

I m^"^ 
rispetto a — che noi indicheremo con Ì!izi dove i»J"L, è sempre in 



valore assoluto minore di una certa costante finita Af • Se esiste — %-^-^ 

ox 

ed è continua si vede che limm^"^__, esiste ed è uguale a 

supposto namralmente che al crescere di n crescano anche t, q — i in 
modo che x, , y^_^ tendano a una posizione limite determinata. Abbiamo 
cosi in conclusione: 

Poniamo ora analogamente alle (3) 

(3') 4',;=' ^'■''-~-Jzi'~'^) ^'^'^ 

Scri\iamo le equazioni che si deducono da (B'), scambiando q 
in q — I, q — 2, ... , i, moltiplicate rispettivamente per yl^^ZìL-z» 
^JZi.\._-^ , . . . -^/r,*ô y ^ sommiamole membro a membro con (£'). Otter- 
remo la formula fondamentale seguente (ricordando che / = o) , 

dalla v.]ualc riconosceremo facilmente che le / al crescere di n tendono 
a limiti ben determiiìati, per mezzo dei quali e della legge di continuità 
si può costruire una funzione che si riconosce soddisfacente alle condi- 
zioni volute. Il dover ricorrere alla legge di continuità è dovuto al fatto 
che noi abbiamo, per semplicità, scelto uiì modo particolare di divisione 



•) Noi, per brevità, supporremo senz'altro nel corso del presente lavoro che le 
funzioni a^ h, e soddisfino a tutte le condizioni che d saranno necessarie. Per la at- 
tuale conclusione basterebbe supporre finite le a, t, e e gli estremi oscillatori di a ri- 
spetto a X, 
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i cui vertici hanno sempre soltanto coordinate razionali. Di più osser- 
viamo che la (C) non è simmetrica nelle due coordinate x, y; noi po- 
tremmo perciò dedurre una formula analoga scambiando le due coordi- 
nate : ciò che ci fa senz'altro vedere che il sistema di equazioni (Ä) si 
può trattare in molteplici modi. La (C) ci fa conoscere le /. in fun- 
zione delle /^, , dove ^ < />, ^ <C Î > sostituendo alle f^^ i valori che per 
le (C) stesse si hanno in funzione delle /^ ^ dove /, <^ ^, <C^ ^ cosi 
continuando si ottiene una formula semplice che ci dà la / in funzione 
dei valori della funzione nota <p nei vertici della divisione. Noi ora di- 
mostreremo effettivamente l'esistenza dei nostri limiti e li calcoleremo 
sotto forma di serie, per dimostrare come il nostro metodo permette 
anche di trovare sviluppi analitici degli integrali cercati. Facciamo per- 
ciò le sostituzioni sopra indicate. Otterremo : 

Î-I ^-1 , p-l q-l 






Il secondo membro è formato da un numero di termini che è fi- 
nito se py qy n sono finiti. Se facciamo crescere gli interi tiy py q in 

modo che — , — restino costanti, cresce all'infinito il numero di que- 
n n ^ 

stì termini. Per comodità noi supporremo che sempre il numero dei ter- 
mini del secondo membro sia infinito, aggiungendo dei termini tutti nulli 
dopo l'ultimo e potremo cosi immaginare f.^ dato da una serie anche 
se n è finito *). 

Prima di dimostrare l'esistenza del nostro limite e di darlo sotto 
forma analitica, sarà opportuno trovare alcune formule di calcolo inte^ 
graie, che io credo non ancora osservate, e che sono la generalizzazione 
della nota formula 

Immaginiamo una funzione finita e integrabile fx (z) della variabile x. de- 



*) È questo Tartìficio che useremo anche più avanti e che permette di ridurre 
semplicisstma una discussione altrimenti lunga e piuttosto complicata. 
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finita per o ^ :( ^ *. L'espressione 



(4) 



1 + 



m.M^^) 



1+ 



1+ 



i.{h 



m- 



dove h, n sono due interi (h ^ ti) che crescono indefinitamente in modo 

che — ko resti costante o tenda a un limite ben determinato a, tende 
n 

pure a un limite determinato uguale 3, e ^^ .Se noi poniamo h=in, 

(X. (jO = costante, questa asserzione diventa la ben nota lim I i -j- — ■ = ^. 

Noi senz'altro per brevità supporremo h = n^ k = i e dimostreremo 
cioè: 

n *^ w J I ' n 

Poniamo A= 1 fJL(;()d;(, (x^ =(jlI i — \. Basterà dimostrare 

i»[n(-+^)-('+4)>«- 

L'espressione che comparisce al primo membro si riconosce subito, svi- 
luppando, che non è altro che il limite di 

Xl'k — nA 2\Xlf'hH — n(n—i)A' 



+ 



i!n 



n(n 



2 In* 
ìXn — 2)A' 



ìfl3 



3!n 



+ 



Questa somma ha un numero finito di termini, per ogni valore di n. 
Noi, aggiungendo infiniti termini nulli, la potremo immaginare ridotta a 
forma di serie. Indicando con M il massimo valore assoluto della fun- 
zione (X, avremo che : 

2!Zl*k(^»<«(w— i)Af'; 3!Z(^fcf^*f^/<w(« — 1)(« — 2)M^; ... 

Quindi i termini delle serie precedenti sono sempre in valore assoluto 
minori di 

n ■< Ti f" il + ■" 

Quest'ultima serie essendo convergente, le serie precedenti, quando si con- 
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siderino i termini come funzioni di w sono uniformemente convergenti ; 
per trovarne il limite per n = oc basterà perciò costruire la serie dei limiti. 

Ed ora, poiché per definizione di integrale è -4 = / [L(z)d7i= lim — Y (4 , 

si riconosce subito che il limite di ciascun termine delle serie precedenti 
è zero ; e resta cosi dimostrata la nostra asserzione. 

E se ne deduce di più che le varie espressioni (4), supposto (x fi- 
nito (e int^abile) sono tutte inferiori a un numero finito, indipendente 
da n. 

Supposte dunque le 9, a, i, e finite e la a con estremi oscillatorii 
finiti, le quantità Ay 5, m, 9 che compariscono nella (D) sono tutte fi- 
nite ossia minori in valore assoluto di una certa costante H. Perciò i 
varii termini che compariscono nel secondo membro della (D) sono in 
vabre assoluto minori rispettivamente dei termini della 

H'^- + H.^|^ + «-|S[|,|,M.]^+... 

ossia dei termini di 

H^P q I jj. P(P-0?(g-0 I jj9 J^0>-0(P-2)g(g-0(?-2) , 

n n~ 2!n* 2!«' ~ 3!«' 3!«' * 

e quindi, a maggior ragione, dei termini (in numero infinito) di 

n n ' «' 2! n' 2! * n' 3! n' 3! * 

Se noi ora facciamo crescere all'infinito w, /), j in modo che — = x^ , 

n ' 

-^ = y^ restino costanti, l'espressione precedente si può scrivere, posto 
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che è chiaramente convergente. Le serie che, per la nostra convenzione, 
formano il secondo membro di (D) considerate come funzioni di n sono 
dunque uniformemente convergenti; il loro limite si otterrà fornendo 
la serie dei limiti. Ricordando ora che per quanto abbiamo detto 



^Ù['-HT-^)h'^ 



quando al crescer di n crescano pure contemporaneamente p, t e q in 



\ 
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modo che — = Ç, — = x, -^=y^ restino fissi (b tendano a limiti 

^} Xf y ben determinati) otteniamo cosi facilmente il limite del secondo 
membro della (D) e si ha cosi in generale la formola: 

*'o c'o 



*' - r rnx.tùi'u f\{x,X)ix\ 

(I) ( + I I , LJ« *^' -"x 



Questa serie converge almeno quanto la serie esponenziale, come 
del resto è facile verificare anche direttamente; essa è uniformemente 
convergente e rappresenta perciò una funzione continua che, com'è chiaro, 
si annulla per x = o oppure per y=^o. Questo sviluppo non è simmetrico 
in X, )>; scambiando le variabili se ne dedurrebbe un altro perfettamente 
equivalente : a ogni modo di trattazione del sistema miziale di equazioni 
algebriche corrisponderà spesso perciò una nuova lorma analitica dell'in- 
tegrale cercato. Né la serie precedente è difiBcile a ricordarsi. Essa equi- 
vale perfettamente all'uguaglianza : 

che si deduce subito da essa e che, per cosi dire, ci esprime i Valori di 
/(x, y) per mezzo di quelli interni al rettangolo formato dagli assi e 
dalle due rette tirate per il punto (x, y) parallelamente a essi. Se noi 
sostituiamo in quest'ultima formola al posto di /(Ç, ») il valore che si 
ricava dalla formola stessa ponendo Ç, n, Ç,, rj^ al posto di x, y, ^, u 
e cosi continuiamo, si ritrova la serie che ci dà /(x, y^ Né é poi ora 
difficile riconoscere direttamente che la /(x, y) definita da questa serie 
soddisfa alla nostra equazione difiFerenziale. Infatti ciò si può facilmente 
riconoscere tanto ricorrendo alla (I), quanto alla (H). P. es. si vede fa- 
cilmente per noti teoremi di calcolo che alla (I) si ptiò applicare la de- 
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t/o t/o 



K-rv^^one termine a termine ; in un modo o nell'altro si deduce subito : 
:^^=9(.^yy)+^Kxyy)~a(x,y)J t "" [?(x,>>)+m/(x,rì)]rfYi 

r- r\x,y)dX 

to t. o 

-f fhiX^rudl^ na{x,X)dx'\ 

«da cui si ricava 

Se perciò, come abbiamo supposto, m è un invariante dell'equazione e 

precisamente 

da , , 

m = -5; ir ab — e, 

dx ' 

sari: 

5^ + ^-ôt- + *-d7 + ^/ = î> 

y = per X = o oppure per ^ = o . 

La funzione / è perciò proprio l'integrale cercato. 

Ma noi vogliamo ora far vedere un'altra proprietà assai notevole 



232 GUIDO FUBINL 



del nostro metodo : esso permette di ottenere in modo uniforme non 
soltanto il teorema di esistenza, ma anche qudk> di unidti dei nostri in- 
t^ali: cosa p. es., che non si può ottenere neppure dal metodo delle 
approssimazioni successive di Picard. I nostri prindpii conducono invece 
alla dimostrazione quasi immediata. Noi faremo alcune osservazioni pre- 
liminari. Se le quantità 9 invece di dipendere dalla posizione del punto 

x^ , y^ dipendono anche dal x-alore n e divengono infinitesime con — in 

modo che si possa »porre p. es. |?^K — , dove H è, al solito, una 
costan.e finita, noi vediamo subito, coi ragionamenti precedenti, che le 
/^ dedotte dalb (D) al crescere indefinito di n, />, ^ ■ in modo che — , 

— restino finite 1 tendono uniformemente a zero ; ciò si potrebbe anche 
dimostrare, osservando che il coeflSciente di ç,, in /^ è della forma 
— ^, dove L è una quantità inferiore a un limite finito. Dal che si de- 
duce che se noi risolviamo le equazioni (D) con due sistemi differenti 
di valori per le 9^ variabili anche con n (che noi indicheremo p. es. con 

^M * ^/f ^ tali che (se ii, p, q crescono indefinitamente in modo che 
^ , -^ tendano a un limite finito I le 9*^"^ — ^y'^* tendano uniforme- 
mente a zero, anche i valori trovati per /^^ nei due differenti sistemi di 
equazioni tenderanno a uno stesso limite per w = 00 . 

E allora supponiamo di avere un integrale f (x, y) della nostra 
equazione differenzble, ossia tale che 

« d^y + '^dr + ^-dy + '^ = ^ 

(fi) f z= o per X = o oppure per y = o . 

La (a) corrisponde a dire che 



lini 



FU+-^,y)-F(x,y) F(x,y-^-^)-F{x,y) 
+ «_V ÌL_i + b-^ "-1 + cF 
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Koi dimostreremo ora che, se Tespressione E fra parentesi quadre del 
primo membro tende uniformemente al suo limite, la qual condizione, 
come si sa dal calcolo, è verificata se si ammettono la F e le sue deri- 
vate finite e continue, allora la funzione F coincide con l'integrale / prima 
ottenuto ; ed è cosi dimostrato il teorema. Infatti se noi indichiamo con 
XjJ il valore di £ per x =^ x^^ y =• y^y i valori della F nei varii ver- 
od della nostra divisione si ottengono dalla (D) dove alle 9,, . . . si so- 
stituiscano le X^,"^ ... ; poiché le X^^"^^ — 9^^ tendono a zero per n = 00 , 
anche se x.^ y restano fissi, cosi ne viene per il teorema precedente che 
h funzione F è data dal limite delle T, ossia coincide con la funzione 

J pq 

fÇxy y) già determinata. È cosi, nella nostra ipotesi per la F, dimostrato 
il teorema di unidti. 

Dunque si vede, che, almeno nell'esempio particolare qui studiato, 

ii nostro metodo permette di dimostrare nello stesso modo il teorema 

^ esistenza e quello di unicità del nostro integrale (ammesse soddisfatte 

^^^rte condizioni di continuità, ecc.) ; di più ci ha dato in due forme di- 

^"^rsc (ed è chiaro che si potrebbero volendo ottenere anche altri svi- 

'*ij>j>i) dei nostri integrali sotto forma di serie; ci ha dato ancora una 

^^f>r-cssione, prhra di ogni operazione trascendente, di cui il nostro vav^- 

S^^^\^ è limite al crescere di un certo parametro « ; la quale in generale 

P^^«" il calcolo si presta certo assai meglio di una serie che, come le nostre, 

^^ crome quelle che si ottengono dal metodo delle approssimazioni suc- 

^^^^^i^ive, contengono all'n"*' termine un numero di integrali, che cresce al- 

* ^■-^^Ä.diito con n. 

Esso di più d dà nella (II) una relazione integrale che possiamo 
^^^^i^unare ricorrente, che, come abbiamo visto, è senz'altro suflidente a 
^^^^^i<:rolare il nostro mtegrale stesso, che equivale, o per dir m^lio si ot- 
^^^*::i.e dalla ( C) passando al limite per « = 00 e che per w = o ci di- 
*^*^c:^^tra il noto teorema che la nostra equazione si risolve per quadra- 
'« se un mvariante è nullo. 

Questi metodi e questi risultati si possono, come è evidente, appli- 
«"« senz'altro alle equazioni più generali studiate dai Professori Bianchi 
^ Gigoletti (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 1895). 

Sarebbe interessante risolvere almeno per il rettangolo con questo 

^ï^^todo il problema di Dirichlet e quello delle funzioni poliarmoniche 

^ì> ordine n, per cui siano date al contorno i valori della funzione e delle 

ierivatc normali fino all'ordine « w — i » : problema che per n = 2 di- 

ttU. Ortn MëUm, PaUrme, t. XVU (1903). -~ Stampato il 22 luglio 1903. 30 
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venta il celebre problema, ancora irresoluto, di Picard. Se noi dividiamo 
il rettangolo in rettangoletti parziali con parallele ai lati troviamo in&ttì, 
applicando il nostro metodo, tante equazioni lineari quante incognite. Se 
le loro risoluzioni col diminuire indefinito dei rettangoletti tendono a va- 
lori limiti ben determinati, è probabile che questi limiti costituiscano la 
funzione cercata ; ma io non sono riuscito finora a risolvere in modo 
semplice queste equazioni lineari e a poter riconoscere se si tenda etki- 
tìvamente a im limite, neppure ammessa l'ipotesi dell'esistenza della solu- 
zione stessa. Credo probabile che il metodo debba riuscire (cfr. Oss. 
finale) e continuerò le mie ricerche in proposito : per ora mi basterà a- 
vere indicato un metodo, che, com'è chiaro già per le nostre considera- 
zioni, si può applicare a una larga classe di equazioni differenziali, e pro- 
mette la risoluzione di problemi, che per altra via non si saprebbe come 
incominciare ad affrontare. 

Osservazione I. — Voglio fare ancora una osservazione: noi abbiamo 
nel precedente esempio applicato il nostro metodo alla ricerca di un in- 
tegrale, di cui erano prefissi i valori su due caratteristiche. Se invece si 
volesse cercare quell'integrale tale che su un arco C dato, incontrato in 
un sol punto dalle parallele all'asse x o a quello delle y esso e una sua 
derivata (e quindi anche l'altra derivata) abbiano valori prefissi, si cou- 
dera il triangolo convesso formato da C e dalle parallele agli assi coor- 
dinati tirati dagli estremi di C e si suddivide questo triangolo per mezzo 
di parallele ai due lati rettilinei tirate da n punti distinti di C; noi per 
le condizioni al contorno conosceremo i valori approssimati della fun- 
zione cercata sui vertici della divisione posti al contorno e su quegli altri 
vertici consecutivi ai precedenti su una- delle parallele corrispondenti. Le 
equazioni lineari che, come precedentemente, si sostituiscono all'equazione 
differenziale daranno i valori in tutti gli altri vertici ; si fa poi crescere 
n all'infinito, ecc., ecc. 

Evidentemente possiamo, senza diminuire la generalità, supporre 
senz'altro che su C siano nulle e la funzione cercata e le sue derivate 
prime. In un vertice A della nostra divisione, il valore approssimato si 
calcola subito, come precedentemente, con una formula analoga alla (C) 
in funzione dei valori della funzione 9 e dei valori approssimati corri- 
spondenti a quei vertici che sono interni al triangolo compreso tra C e 
le due parallele alle caratteristiche tirate per A; la dimostrazione dell'e- 
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sistenza del limite si ottiene subito, con un artifizio perfettamente ana- 
logo al precedente. 

Osservazione II. — AflSnchè E tenda uniformente al suo limite, per 
le formule 

Kx + h)-Kx) = hnx + Ul f(y + k)-f(y) = kf'(y + H), 

f(x-\-h,y+k)-Kx,y+k)-f(x-[.h,y)-{-Kx,y)=hkf:^^x^%,y+n-) 

basta la contmuità e quindi la continuità uniforme di F, F^ , F^ , F"y ; 
la continuità di F' è per l'equazione differenziale conseguenza di quella 
di F, FJ , Fy (ammesse a, è, e, 9 continue). Senza scendere a partico- 
lari, noi possiamo dire dimostrata l'unicità di quegli integrali per cui E 
tende uniformemente al suo limite. 

Osservazione DI. — Per la risoluzione, col nostro metodo, del pro- 
blema di DiRiCHLET nel caso del rettangolo, io posseggo per ora sol- 
tanto il seguente teorema (che è facile estendere alle funzioni poliarmo- 
niche o in particolare al problema di Picard). Se le a definite dal se- 
guente sistema di equazioni: 

(dove p, j = 2, 3 . . . w, le e con indici differenti sono nulle, quelle 
con indici uguali sono l'unità, fc < w, Â; < «, e dove di più le a con un 
indice uguale a zero o a w sono tutte nulle) sono inferiori a un limite 
finito, qualunque siano gli interi p, y, h^k^n {h <in^ k <i «), allora senza 
dubbio il nostro procedimento riesce e si può, per mezzo di esso, risoL 
vere il problema di Dirichlet nel caso del rettangolo. 

Cataxûa, aprile 1903. 

Guido Fubini. 
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Dans une Note d'une revue mathématique de Vienne *), j*ai expli- 
qué une méthode, par laquelle on peut obtenir la dérivée d'une fonction 
qu'on ne connaît pas explicitement, mais qui est donnée implicitement 
par un théorème fonctionnel. A la fin de cette Note, j'ai fait la remarque 
que Ton peut dans le cas d'un simple théorème fonctionnel et par une 
autre méthode parvenir à l'intégrale de cette fonction, même sans sa 
connaissance explicite. 

Cette méthode se fonde sur une formule de Çauchy, bien connue **), 
et sur une proposition sur les fonctions symétriques. La voici : 

Si les fonctions /,,/,, • . . /„ satisfont à l'équation 

(0 f[/.W, /.(ß),-/«W] = *(?), 

a, ß, . . . V, (p étant des fonctions continues de :ç^ et u, on aura 

W aT[''§l]-|r[^lf] = °- 

En eflfet, le premier membre de la relation (2) est identique à la 

différence 

. V dF dç dF dç 



•) No//^ über Functionaltheorente [Monatshefte fur Mathematik und Physik, XIV. 
Jahrg., 1903, pag. 293-301]. 

••) Serrbt, Cours de Calcul différentiel et intégral, 4*»« édition, 1894, Tome II, 
page 114. 
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et si l'on différentìe la relation (i) par rapport à [ resp. u, les équations 
différentielles, ainsi obtenues, 

dF d^ d(f dF d^ d? 

^K. Ö? ^^' ^^ d<f'du 
montrent que l'expression (3) est identiquement égale à zéro : ce qui 
démontre la proposition qu'on avait en vue. 
Soient les fonctions 

F Afp ill Arp^i 

uniformes et continues dans un certain domaine (^ u) ; on aura alors, 
d'après une proposition de Cauchy, à l'intérieur de ce domaine 

Soit maintenant 9 une fonction symétrique par rapport ì :^ et u 
et, à cause de cela, aussi la fonction F; l'équation (4) énonce ensuite 
€)iie l'int^rale 



*fc..i»,0=/p.|fX.^. 



«st de même symétrique par rapport aux paires de valeurs :(, :^^ et 

Étant donnée une fonction ç symétrique à ;( et u, soit en parti- 
culier 

<5) *(?) = î«»(0^(«)- 

Il faut alors [a, , a, , . . . a^ désignant des fonctions linéairement indé- 
pendantes *)] que leis fonctions J^ soient des fonctions linéaires de a, , 
a^, ... a,, savoir:' 

,g. j h = \i ^i + ^*,a^a + • • • + ^Kn^n > 



*) C'est-Â-dire que les fonctions a^^ a^^ ... a^ ne satisfont à aucune relation 
algäxriquement linéaire de la forme 

^o + ^. «1 + ^a «a + • • • + <^« 0« = o t 
^0 > ^1 • • • ^11 ^Qt ^^ constantes quelconques. 

^ La démonstration de cette proposition se trouve dans 1'« Archiv der Mathe- 
matik und Physik t, 1903, Bd. 6, pag. 50-52. 
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Soit en outre 
L'int^rale 

*^ ^ Jk.1 L J»o 

— les fonctions A^ étant linéairement indépendantes, ce qui ne constitue 
aucune restriction — ou bien l'intégrale 

est par cette raison une fonction symétrique par rapport aux paires de 

variables ^G ^ et a, u^. Il faut alors que l'intégrale j A^(X)d:^^ soit une 

fonction linéaire de fonctions 5, , fi, , ... B^. Les fonctions B^ étant 
connues, on voit que l'on connaît à cause de cela, et en même temps, 
les intégrales des fonctions A^ , ainsi qu'il suit : 

ttj ,, étant des constantes. 
Soit par exemple 

/(0/(«) = *a + «)- 

L'intégrale V aura la forme 

D'après la proposition indiquée, il faut que soit 

a étant une constante, déterminée par l'équation différentielle de cette 
relation : 

ou bien 

"-7(3)' 

en supposant /(o) ^ o. 
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Soit ensuite 

(7) /.(o/.(«)[/.(o + A(«)] = *a«) 

et par conséquent 

V = r[/.(0/.(«)«{/,(0 -i-L(MMoài 
= [«/.(«)]:oj£/.(0/,(0^^ + [/,(«)]:o-£/.(0'^4 

faut alors que soit 

Imtégrale de la fonction /, (0/a(0 ^^ ^^^^ éublie. 

Les fonctions /, et /, , qui satisfont à Téquation (7), sont données 
Jttr les expressions 

A, B, m étant des constantes arbitraires. En différentiant la dernière 
^uadon sous ces conditions par rapport à 7^, on trouve que l'équation 

log5:c[P. + mß. - 1] + Um + 1) _ ß^ = 
doit être satisfaite pour chaque valeur de [. D suit de là 

^^ l*on obtient, après Li substitution de ces valeurs, l'intégrale / A:^logB[d:^ 
^'^ termes bien connus. 
Soit enfin 



a»(0 = «'^', *»(«) = «"(^)u"-» 



(t = o, I, . . . m) 
par conséquent 

^ sviit de là 

''=i:&"*(">'"-'L^" 

^^ oien 

n faut alors que soit 



140 |> ▼• 'bxidir: 

(8) jy^^'^"^ = ['^ j"»^"^L ' 

«I étant des constantes; etc. 

Or, â Ton difièrentie cette équation par tzppon 1 :|^ on obtient une 
relation qui doit être sads£ûie pour chaque valeur de 7i. On tire de li 

(80 «j = j^ «4^,, «0 = 77 

ou bien 

k\m^ 

*» — -(_ /a)»*. î 

et en substituant cette valeur de «^ dans l'équation (8) on parviendra 
au résultat bien connu. 

Par la même voie, on arrive aux intégrales A'^l» Tare sin :c^ 7» 

etc., en Êdsant usage des théorèmes £3nctionnek des fonctions :{*, arcsin ^ 
etc. sans supposer leur connaissance explidce. 

Prague» avxfl 190). 

J. V. Pexider. 



SULLE EQUAZIONI DELL'EQUILIBRIO ELASTICO 

PER UN CORPO ISOTROPO CON SPECIALE RIGUARDO 

ALLE FORZE DI MASSA E SU ALCUNI PROBLEMI 

RELATIVI ALLA SFERA ELASTICA. 

Nota di Orazio Tedone, in Genova. 
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rX 



**-• — - Principii generali sulla risoluzione dei problemi d'equili- 
brio per corpi isotropi quando si ha riguardo alle forze 
di massa« 

1. In una mia recente memoria pubblicata negli Annali di Matema- 
« Saggio di una teoria generale, etc. » *) ho proposto un metodo ge- 
lale per la trattazione dei problemi di equilibrio elastico per un corpo 
/^^^l:Topo. Ma, per non dare al mio lavoro soverchia estensione, mi sono 
"^"^•^^^ìtato a considerare il caso essenziale, del resto, in cui le forze di 
^^^^sa sono nulle. Qui mi sono proposto di ritornare sull'argomento 
*^^^^" indicare quali modificazioni sono da apportarsi al metodo accennato 
'^ ^-*^:i.ndo la condizione di nullità delle forze di massa non è soddisfatta **). 



•) Serie III, Tomo Vili, pag. 129. 

*^ l problemi di equilibrio elastico di cui ci occupiamo, quando si debba tener 

Ito delle fonee di massa, si possono risolvere, o calcolando la defonoazione aual- 

^^^^^ del metodo Bbtti-Cerruti, o pure rìducendoU al caso in cui le fone di massa 

^^^^:io nulle coU'impiego delle note soluzioni particolari. Il metodo da me proposto, 

^^^^e ad essere un complemento namrale della citata memoria, ha, rispetto al primo, 

^ Aranuggio della maggiore rapidità e sicurezza, rispetto al secondo, il vantaggio della 

^*^^ggiore semplicità delle formole ultime e, se il problema si risolve con quadrature, 

^ introdurre un minor numero di integrazioni. 



Xmì. Grt, UâUm. FêUrmo, t. XVII (190)). — Stampato U 30 laglio 1903. 31 
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Applicherò poi questi prìncipii ad alcuni importanti problemi sulla sfera 
elastica sui quali insisterò, anche astraendo dalle forze di massa, per mo- 
strare come le soluzioni per integrali definiti dei problemi di cui ci oc- 
cupiamo, si prestino alle più svariate applicazioni. 

Adopereremo anche in questo lavoro le notazioni adottate nella me- 
moria citata. Ricordiamo che le equazioni indefinite del problema si pos- 
sono scrivere in uno qualunque dei seguenti modi : 

(1) { ^A»X,+(X + (.)-|i+F=0, 

l*A*«; + (X + F.)-|^ + Z=o, 

nelle quali abbiamo indicato con X, Y, Z le componenti delle forze di 
massa ed abbiamo posto la densità eguale ad uno. 

Nel caso presente, 6 ; or, , zs^, zs^ soddisfano alle equanoni : 

/ , ■ I /dX , dY,dZ\ ^, I /dZ dY\ 

per cui, se le forze ammettono un potenziale, bt^, w,, «y^ sono armo- 
niche e se questo potenziale soddisfa all'equazione A* = o è armonica 
anche 6. Questo è il caso più semplice che può presentarsi dopo quello 
in cui le forze di massa sono nulle. Però, pel momento, non faremo, 
sulle forze di massa, nessuna ipotesi. 

Riportiamo qui anche le espressioni delle componenti delle tensioni 
che devono essere applicate ai punti della superficie affinchè il corpo e- 
lasdco sia in equilibrio : 



i 
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L 4- XOcosnx -}- 2[L'2 \- 2p.(Br^ cosny — ts^cosn^i) = o, 

C3) \ -*^+ y^^ cosny -}- 2fiL-^ f- 2fiL(sr, cosw:( — BTjCOsnx) = o, 

N 4" ^öcosn;^ -j" ^[^"j h 2[it.(Br, cosnx — Br^cosn^^) = o, 

dove n indica la normale alla superficie <r del corpo elastico diretta verso 
l'interno del corpo S. 

2. La prima delle (i) si può scrivere 

^ \ * 2fx / (JL 2p.X-}-2p. \dx ' d)' • d;^/ 

e quindi, chiamando G la solita funzione di Green, possiamo scrivere 

^ £ormole analoghe si possono ottenere per v e w. 

Se ora si tratta di risolvere il problema dell'equilìbrio elastico quando 
son date le forze di massa X, Y, Z t gli spostamenti u, v, w in su- 
J>^Tficie, la soluzione del problema sarà data dalla (4) e dalle analoghe in 
'*> « w, quando 9 sia stata determinata come soluzione comune alle equa- 
zioni: 



Cs) 



2p. * 2fiL V dx ' -^di ' di; 

8ic(t L^xJa d« ' dyj„ dn ' d;(J„ d« J 



— — y— /* — <i(T 
^ seconda delle quali si ottiene derivando la (4) rispetto ad x e le analo- 



du , dv , dw g. 
= 0. 



%he, in V e «;, rispetto ad 3^ e ;^, sommando e ponendo 5 — |- ^ — |- -^ = 
Xnoltre, per brevità, nel secondo membro della stessa equazione abhiao^ 
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adoperato il segao 1 per indicare una somma di tre termini di cui gli 
ultimi due si deducono dal primo, scritto, con permutazioni circolari. 
Possiamo ora porre 

dove 0' indica una funzione armonica che sulla superficie a acquista gli 
stessi valori di 9. Il problema è allora ridotto alla determinazione della 
funzione armonica 0' dalla equazione 

:=— T— - I tt-r-d<t 



(5')^ 



4^J^ 



Si "rarifica facilmente che tanto il primo che il secondo membro di 
questa equazione è una funzione armonica in S. Affinchè dunque la (5') 
sia verificata in S basta che lo sia sulla superficie ?. Il problema propo- 
stoci può quindi anche ridursi a determinare i valori che 9' deve assu- 
mere sulla superficie «r dalla equazione a cui si riduce la (5') sulla su- 
perficie <y. Con questi valori si costruirà la funzione armonica 6'. 

3. Se si tratta poi di risolvere il problema dell'equilibrio elastico 
quando sono date le forze di massa e le tensioni in superficie, ci servi- 
remo della funzione G, di Green che serve a risolvere il problema della 
funzione armonica con derivate oormali in superficie assegnate. Dalla 
(l"") avremo allora 

2[L 47c^ dn ' o^P« ^ dn^ ^ * 
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e forinole analoghe valgono per ve«/. Eliminando da queste formole 

-pì^ • T- • "1— per mezzo delle (4),* si trovano le altre formole : 
dn dn ' dn ^ ^^ 



C8) 



at* 






d<T 



-{-5 — / [>.6cos«Ç 4" 2(a(w. cosnn — WjCOsnì[)] G,(i<r 

Con dò il problema è ridotto a determinare 6 ; ©, , w, , ty^ in modo 
che soddisfino alle (2) ed alle equazioni : 



du ^^dv i^dw 



dw dv 



t£r^ 'Vy w essendo dati dalle (8). Per la determinazione di queste quantità 
^ può procedere come per la determinazione di nel caso in cui in su- 
perficie son dati gli spostamenti 

Coo&derazioni analoghe possono svilupparsi anche nei casi in cui 
sulla superfide a sono dati parte degli spostamenti e parte delle tensioni. 

U« ~ Sfera elastica soggetta a dati spostamenti in superficie 
e a date forze di massa. 

I . Caso generale. — Chiamiamo R il raggio della sfera e riprendiamo 
*^ notazioni : 



(9) 



/pcosw = xÌ-\- yn -\- :(Ç. 



Se r ed r, indicano le distanee del punto (Ç, vi, ^), intemo alla 
''*^'^ dal punto (jc, y, tÌ) fissato anch'esso nell'interno della sfera e dal 
P*ttito reciproco di (*, y, ^) rispetto alla sfera stessa, ayremo : 



(«o) Gt=-1._4— e su« 



dG 

dn 



dG_ R' — l' 



^<Vûxidi la formola (4) e le analoghe si potranno scrìvere: 



[ 
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00 






e la funzione armonica 6' dev'essere ricavata dall'equazione 



Ponendo 



e ricordando che 






4«Äe' = 2/|| + 9. 



si trova Tequazione seguente a cui deve soddisfare 9 
Da questa equazione si ricava 



(14) 
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R_ r/dx dY dz\/ 1 R , \ ) 



ed il problema è completamente risoluto. La dilatazione 6 sarà data dalla 
forinola 

2. Caso in cui le for^ di massa soddisfano ad ipotesi particolari. — 
Se le forze di massa, nell'interno della sfera, verificano la condizione 

la soluzione del problema si semplifica notevolmente come segue ; 
Cxi 






l? = - 



•Ä/ra,|zA[(--oX=^] 



Ci4') l ^'^^^ 
^ è data dalla formola 

^ poi, più particolarmente, le forze ammettono neirintcrno della sfera 
^^ potenziale P soddisfacente all'equazione A*P = o, notando che: 

R'-l' /•;?. _ R' — l'd rPdc 

2R J„r' 2R dxj„ r 

•* soluzione del problema si può scrivere : 
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" J ^ ^+3f* Jo l^dxL^ Va ''' J 

V- all r \- 



3. Cfljo i« cut la sfera è soggetta a spostamenti normali. — Nel cal- 
colo seguente possiamo supporre nulle le forze di massa poiché, nel caso 
contrario, i risultati precedenti ci indicano immediatamente come devono 
essere modificate le formole. Chiamiamo Rs lo spostamento subito da 
un punto della superficie sferica secondo la normale esterna. Avremo 
allora su <r : 

u = sx, v = syy w=s:^ 
e quindi: 

R' — 



\' — i' r udtj _ y — ?' r isdü 

4^Ä Ja r^ ~ A^R Ja r' 

R J, r^ + 4^R dxj, r ' •• 



La soluzione del problema, in questo caso particolare, può quindi 
essere rappresentata dalle formole: 

( R' — ir rsd<f . d/ Ada , X + pi V] 

(14'")} ^+3(* Jo \ àlV ^J^r' Ja ri 

E se i è anche costante sulla superfìcie sferica, ricordando che : 
R' — l' rda 






SI trova : 



<f=i2v:Rs; u = sx, v = sy, tv = S7i; ^ = 7^==3i- 
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4. Caso in cui la sfera è soggetta a spoMmiHti tangelM alla super- 
ficie. -^ Anche adesso «ttppotremo ooUe le forze di tnasaA. âe indicldaiild 
^mpre ccm u, Vy tu U componenti dello scostamento di an ponto diUa 
superficie sferica» nell'ipotesi fatta, questi spostamenti devono verfficafe 
la relazione 

e si potranno porre sempre sotto la forma : 

(16) u = s,7i-^s^y, v = 3^x-^s,i, wz=zs,y — s^x. 

Se 5, = 5j = o lo spostamento di dascon ptmto della superficie sferica 
giace sempre in un piano perpendicolare all'asse ^ ossia ogni punto della 
superficie riceve uno spostamento lungo il parallelo che passa per esso. 
Se invece è ü^ = ogni punto della superficie riceve uno spostamento 
lungo il meridiano passante per esso. 
Avremo ora : 

R^-l^ nuda _ ÌC—V r {s]:^s,t)àts ^ J?'->P rsjttì R'—l' rs,i(s 
+ 4^K W J, r dyl r ) ^ 

Quindi la soluzione del problema può essere rappresentata datfe forinole : 

/ _ R'-l' /*^_ !?'-<' fSjdij M'^l' / a Çsj2._^ fhd<'\ 
\ "-^ 4-kR X r' y ^-kR l r' ^^ 4«i? \dj, r dyj^ r ) 

Se 5, , 5j , 5j sono costanti, i punti della superficie sferica- safeSbero 
spostati come se appartenessero ad una sfera rigkk. In questo caso si 
verifica facilmente che 9 =î e che quindi in ogni punto interno alla 
sfera: 

u = s^l — sj, t; = 53 X — 5, ;t, w = s^y^ i^x. 

Mmd. Cire, Uûttm. PûUrmo, t. XVII (1903). — Sumpato il i^ agosto 1903. ja 
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5. Falori degli sposUmunü nd cmàro deUa sfora. — Se il puntc=3 
('> y* ^^ Q^ centro ddla sfera, bisogna porre ndki nostre for- ~ 
mole: x = ^ = :|[=/ = o e r = J{ nqgli intq;rafi di superficie^ r^=f^* 

-| = -j^ negli int^[rali di spazio. Fermandoci soltanto al caso di spo— ^ 

stamentì qualunque e di forze di massa nulle e notando che : 

b trova 

(.7) j "=ìàF5^X"*+dAj/«'*-^^"-^^- 

Queste formole rappresentano per le equazioni della elasddti la nota^ 
generalizzazione del teorema della media relativa all'equazbne d' = o. 

6. Sviluppi in strie. — Mostriamo ora brevemente come si può pas- 
sare dalla soluzione del nostro problema per mezzo di integrali definiti, 
a quella per mezzo di sviluppi in serie di funzioni sferiche. In quanto 
alle forze di massa supporremo che esse ammettano un potenziale P sod- 
disfacente all'equazione A^ P = o e quindi sviluppabile in serie di polinomi 
sferici, armonici nell'interno della sfera. Se poniamo quindi 

(i8) P=^P. 

o 

dove P, indica un polinomio sferico, armonico di grado n, avremo 

( I rPdc _t: P. 

[a^rJ/ dlj, r Z.p. + „(X + 3pL)2« + r 

Nel caso generale in cui gli cpostamentì in superficie sono qualunque, 
poniamo anche 
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dove f/^ , F^ , W^ indicano ancora polinomii sferici, armonici di grado 
^i. Con queste posizioni avremo: 

Z-dxL 4«Ä X r' J~4-\ Bx ^ dy '^ d^iì' 

~4-«(> + 3i*)-(^ + 2i*) Va* "^ d> ^~ a< /' 

*lu.indi, sostituendo questi risuiuti nelle formole (ii") e (14") si trova: 

«-vb+ j_fp« i»vË.r— ^±ü— / ^^- 4- ^^- -1-^^- \ 



.p. 



■]• 



2a^ 



^-zr--»- 2 ^* '^k^+3i*)-(>+2(*)V a* + a> + âç ; 

''-4:r-+l<^ '^a^U>+3|.)-(>+2rtl a* + ajr + a^ ; 
j_f:r (2«+i> / at;.,, . ar... a^..A 

~(^+«(>+3(*/"]* 

Daremo anche gli sviluppi in serie per i casi in cui gli spostamenti sieno 
diretti secondo la normale, ovvero sieno tangenti alla superficie sferica 
e, per brevità, trascureremo i termini relativi alle forze di massa che sono 



i 
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(»4) 



w. 



gli stessi di quelli chu compaioQO adle (22). Nel pripQ ciso» pcmend 

in ad, come al solito, 5. iodica un polinooiio sferico, armonico di gnu 
I«, avremo dalle (u'"). (14"'): 

Nel secondo caso poniamo: 
Sì trova GOsl facilmente : 

4-| '' ' a«+iLax a^ 
f,6>, / I ^ (^''+3)(^+rì a ^/ as... as. x-ij 



I I (a»+3)a+t*) aw as.,. _as..,\]j 

-I- 2 fL^nCk+srì à^^V a^ ^ dy )\S* 
^^f. (^»+3)f^ y/ as... dS,\ 
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nelle cui forinole la sommatoria senza indice indica una somma di tre 
termini di cui è scritto il primo e gli altri due si deducono da questo 
scambiando circolarmente x, )f, :^ e Tindice i di S,^ in 2 e 3. 

m. — Sfera rigida immersa in mi mezzo elastico indefinito. 

I. Daremo qui soltanto un'applicazione semplice delle formole che 
risolvono il problema dell'equilibrio elastico per un mezzo isotropo, in- 
definito, esterno ad una sfera di raggio R^ quando in superficie sono 
dati gli spostamenti e le forze di massa sono nulle. Supponiamo che la 
sfera di raggio R sia una sfera rigida immersa nel mezzo elastico e pro- 
poniamoci di determinare la deformazione subita dal mezzo elastico cor- 
rispondente ad uno spostamento infinitesimo subito dalla sfera rigida *). 

Riprendiamo le formole che danno la soluzione del problema in ge- 
nerale : 



(27) 



l'-R'fvdc X + tt df 



—^^S^-fj'^'"^U.^'--'^IrP-\ 



w 

Se indichiamo con a, b, e; p,, p^, p^ le componenti della traslazione e 
della rotazione infinitesima subite dalla sfera, il nostro problema si ri- 
duce a calcolare le (27) quando sulla superficie <t sia : 

(28) u = a-\-p,i—p^y, vz=b-{-p^x—p,i, tu=c-{-p,y—p,x. 

Perciò ricordiamo che : 

J.~--T-' 
l' — R 



' — -R' rdç__ !_/ _a^ Celi réi\ — A. 

4,cÄ Xf' ~ 4«äV d^X r '^J„r )- l ' 



*) Questo problema è stato esposto dal prof. Volterra in un corso di lezioni 
dove ne dava una sohizione cGretta. 
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qinndi: 

r 



(as» 



4«yH fl« + tj, + c^ 
'^~ aî^ + 5f P * 

Sostituendo qaesti risultati ndle (27) troviamo : 

— t[.-AìK-4?)] 
■«=*t[-^^.-4^)] 

IV. — Sfera elastica soggetta a date tenslcmi In superficie 
e a date forze di massa. 

I. Caso generale. — Per ottenere la soluzione del problema ora pro- 
postoci, come nella memoria più volte citata, invece di ricorrere ai prin- 
cipii generali esposti in principio di questa nota, pel caso in cui alla su- 
perficie del corpo elastico son date le tensioni, partiremo dall'osserva- 
zione che le equa^oni (i) possono porsi sotto la forma: 



i 
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Per brevità, poniamo : 



„ dX ,dY ,dZ 



dx ^ dy ^ di ' 

^^'^1 dz__dr n_M_M n_^y dX 

'"" dy di ' ^»~' di dx ' ^' ~ dx dy 

ed indichiamo con 6' ; u\ , u', , raj le funzioni armoniche in S che ac- 
quistano su ff gli stessi valori di ; o, , er, , tsr^ . Avremo allora : 

(32) < 

/ar. = ar; + -^ /"iì (_L _ j^_L\dS, . .. 



(3î) 



+ 



AXMf+47r)--èjfMT-4i)-]. 



Notiamo ancora che la funzione 

si annulla sulla superficie <r ed il suo A' è dato da 

per cui, tenendo presente che le funzioni : 
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si annullano su <r e ricordando trasformazioni già estuile, si trova : 
/ R'—IT,^ , ^à rida ^ / d rTS^da d r^s^doyi 

^^^ — Ji £[2X-r(.-o-«.a-0+«,(,-.)](-i— f--^)* 

Applicando ora alle (30) le forinole (11), stabilite per le (i), si trova : 
Ma, pel teorema di Green : 



e, in virtù delle condizioni al contorno e delle relazioni stabilite : 
du _ L ^^A ^ 1^ 

R'—l' fdudc^ 
4« . /, of r' 
R'-l' rid^ R'-l'Ti..., e r M«'<^ 






35)' 
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quindi le (35) diventano : 

,8h r-i' rida \ f, , 



{ 8wf«.> + 2( 



\ 

Le forinole non scrìtte, relative a-v qw, si ottengono da quella relativa 
ad u con permutazioni circolari. 

Il problema propostoci è cosi ridotto a determinare 6 ; tj^ , u^ , m^ 
dalle equazioni: 



(30 









_^ * ^ + 1 * 



4ic,t>+2(t[j/ r ^Js^\r T r ) \\ 



XmJ. Ctrc. ìiaitm. Palermo, t. XVII (1903). — Sumpato il 3 agosto X90). * }) 



; rîaoxB. 



dS 



7 - -=- ^7-R^(2x-^y-RX2-,-%)Jlr-^j)àS, 



L'^ n:5cnno che, appena determinata 6, le rotazioni 

-* r-n: cascuna con una quadratura. D'altra parte 

« ._, ciii Ä neu b funzione 



■^ .äIi ?rina delle (36), deve soddbfare all'equazione 
; r, ; J 2ft X + 2|*y^ \r 1 rj 



>. ì: .r^i i.--l'"cr.:e che il secondo membro di questa equazione è 
.r.'.x :.uv.v.w\i in S e quindi essa ò suscettibile di determinare 
^-^ -..r.iTCkis: jLnnonica e regolare nello stesso campo. 
^ ;x:v::.^:-0 con ^ il secondo membro della (37) moltiplicato per 
.^.^x.*vc::do come nella citata memoria, si trova : 



xl*«^ 



vi^^^o««-* del problema propostoci può essere rappresentata 
I w- ».■$■"*"* sistema di formole : 



(39) 
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'^ cjO+rt'-'i' J, V 2(i-hx) » I ;• 

1 d /T 82 , „ , X + ft ,- - dr 



ar 



8ì 



2H^ 

X+2|A 



r'diiR' — i' ride -k . , 

* 4|A ^ ^dx 4 4w^|A^ ^dx 
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nelle quali abbiamo trascurato di scrivere le parti di cr^ , ... ; u, ... re- 
lative allo spostamento rigido arbitrario. 

Nell'ipotesi, oecessaria per l'equilibrio deSa sfera, che sieno soddi- 
sfatte le. condizioni: 

rLd<T+ Ç XdS=o, .... 
(40) { *^^ ^' 

J"iyN-iM}da+J(yZ^^Y)d5=o, ... 

si verifica facilmente che le «, v, w sono funzioni r^olari in S e che 
soddisfano a tutte le condizioni volute. Ma su ciò crediamo di aver detto 
abbastanza nella memoria citata. 

OssERVAZiONB. — Porgendosi ora favorevole l'occasione, vogliamo qui 

osservare che Tespxessione (38) di 9 suppone che sia ^ \, — ^ <; i. 
Questa condizione si può ritenere verificata, giacché il rapporto di Pois- 
son — y I — V- che, teoricamente, è compreso fra i limiti — 1^71 
ncjla maggior parte dei casi reaU è anche positivo e si ha 

e, d'altrt parte, perchè Tespressione (38) di 9 abbia un significato basta 

che — 7z — i — V- > . Volendo però considerare anche il caso in 

^O' + rì 2 

cui — rk M ^ — ^^ P^^* prima di porre i limiti d'integrazione, 

trasformare l'integrale (38), con una integrazione per parti in * modo 
da far sparile l'inconveniente lamentata Questa osservazione intendiamo 
che sia riportata anche ai risultali esposti nella memoria più volte citata. 
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2. Casi in cui U for^t di massa soddisfano ad ipotesi particolari. — 
Se le forze di massa ammettono im potenziale P allora, nelle formole 
precedenti, va posto : iì^ = jR^ = i?^ = o, T = A* P . E se questo po- 
tenziale soddisfa all'equazione A* P = o, anche T = o, e le formole (39) 
si riducono facilmente alle seguenti: 



4«i?e = 2/|£ + (p, 






r'duir — i' rida x .. , 



3. Câ5() tff cui le tensioni applicate in superficie sono normali a que- 
sta. — In questo numero e nel seguente trascureremo, per semplicità, 
le forze di massa. Chiamando i?D la tensione applicata ad ogni punto 
della superficie sferica, secondo la normale esterna, avremo subito : 

(41) L=xD, M = yD, N = :(/) 

4«i?e = 2/|2H-c, 
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(39") 



da 



Cdi/ d d\rR'—i' cDdc . 1 roc 

••••; 

r'du R'-i' rDdo , R* — i'd roda x . 

» ^ » ' 4p. ^ 'dx 4 4TCÄtt^ 'ax) 

Se D è costante sulla superficie sferica, si ha: 
énR'D _ i2vR'D 

_ JgD _ RD _ RD 

**~2X-}-2|**' *~3X+2|A^' "'~3X + 2(t^' 

4. Cd5<? tn cui le tensioni applicate in superficie sono tangenti a questa. — 
In questo caso, allo stesso modo che per gli spostamenti, si può porre : 
(42) L = D,i-D^y, M = D^x-D,~^, N = D,y - D,x 

e la soluzione del problema si pone facilmente sotto la forma : 



2(X+tA 



(39'") 






4^Äe = 2i|| + 9. 



r'dH y- d /R' — i' rDja\ , R' — v rodo 

a / R'—l' fD,da I rD,d<t\ R'-l' d^ d rP^ 

'^ dl\Si:jj.J„ r' 4W, r / 87C(* dx^dxj^ r 

' 4TCadx^ J, r 4'f(*Ja r 

2 Y di ^dy)^ 2 ^nRiLydi ^dy)' 



39'") 
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5, Sviluppi in serie di fufiTJoni sferiche. — In modo analogo a quello 
che abbiamo fatto nel caso in cui in superficie son dati gli spostamenti, 
dedurremo dalla soluzione precedente, per integrali definiti, quella per 
sviluppi in serie di funzioni sferiche, pel caso in cui le tensioni in su- 
perficie sono qualunque e le forze di massa ammettono un potenziale P 
soddisfacente all'equazione A'P = o. Poniamo : 

indicando, al solito, con L, , M, , N, ; P, dei polinomii armonici, sfe- 
rici di grado n. Avremo allora : 
4» I 



4«iì -2(> + (t)4_V dx "^ d)- "^ d;c '^2n-\-if' 

-1- = - ^ - SlfTÄ^ td^ (ìh*i _i_ ^^»^' 

4«* f3(X + fiy — V4- Jo \ dx ^ dy 

e, passando da coordinate cartesiane a coordinate polari, il calcolo di 9 
si riduce a quello dell'espressione 

r^ j^^-Ä*" sen (»SHSÏp log -l) dT 

per un valore qualunque di w da o a 4~^« O^^ ^^^ replicata integra- 
ìT parti si trova 

r;^J.-^-3en(M+|^'.og^).. 
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quindi 



' e = 1^(2« + Ou:.*.. 

(45) ("-ì]I4-M^r-*''^H^LH"d^^ d^J A~di dy )ì 

- x[[2(« + 2)(X + rì - 2(2« + Ofxj/ir.*. - ^^i^j 

+ (« + i)(Ä' - o ^ [(X + rì/f.*. + ^^] 
j, a r(2« + 3)fi + t^)-(2n+i)t^ j.^ p, 1 

~ dx|_ n " • 2«+ ij 

"^"2»+5 8x i' 

C'è soltanto da tener conto nei calcoli che a causa delle condizioni 
d'equilibrio : 

£u,+£^^äs = o.... 

e del teorema della media relativo alle funzioni armoniche, si ricava : 

Dopo ciò non v'è difficoltà alcuna a costruire gli sviluppi in serie 
per i casi particolari in cui le tensioni sono normali, ovvero tangenti 
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alla superficie sferica. Noi preferiamo passare ad applicare i risultati 
precedenti ad alcuni problemi importanti sulla sfera elastica. 

6. Sfera elastica soggetta al calare. — Com'è noto, la teoria ordinaria 
della elasticità si occupa di fenomeni che avvengono a temperatura co- 
stante. Ed in questa ipotesi soltanto, valgono i risultati precedenti. Se un 
corpo elastico è soggetto a variazioni di temperatura, oltre che a forze 
esterne di massa ed a tensioni in superficie, la deformazione totale del 
corpo elastico si compone della deformazione dovuta alle forze di massa 
ed alle tensioni in superficie e di una deformazione puramente termica 
che, nel caso in cui il corpo è isotropo, è rappresentata dalle equazioni : 

I^A'tt + (X + (l)^ - (3X + 2^*^ = o , 
I^A* «; + (> + (a)^- (3X + 2fi)*^ = O , 



(47) 



— (3 X 4" 2 f^) ^"^ ^^^ « X -}- ^ Ö cos nx -\- 2\L j- 
-|- 2 (A (Wj cos w V — cr^ cos w :() = o , 



dove T è rincremento della temperatura di un punto del corpo elastico 
a partire dallo stato naturale e t è il coeflSciente di dilatazione lineare. 
La deformazione puramente termica si può quindi, a sua volta, conside- 
rare come risulunte di una deformazione dovuta a tensioni normali alla 
superficie del corpo, dirette secondo la normale esterna, ed eguali a 
(3X — 2(i.)JfcT e a forze di massa nulle e di una deformazione dovuta 
a tensioni in superficie nulle ed a forze di massa ammettenti il poten- 
ziale — (3 ^ + 2 u) t T. 

La soluzione del problema della deformazione termica di una sfera 
isotropa è contenuta completamente nelle precedenti formole. La prima 
parte della deformazione è data dalle (39") quando si ponga m queste 

formole, al posto di D, - — ^ — - k t, mentre la seconda parte è rappre- 
sentata dal sistema di formole: 

Rmi, Ckt, Mêitm, PaUrmo, t. XVII (1903). — Sumpato il 5 agosto 1903. )4 



aé6 
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(48) 









^dx 4 47üÄ(i. ^ -'dx 



87r(i.X + 



i(*--'^Â[/:^^-TX^(f-4-tH 



V dT 






•). 



^} Il problema della deformazione termica di una sfera isotropa ha giA iTUto 
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in cui va posto: 

Abbiamo mantenuto delle notazioni generali per poterne trarre van- 
taggio in altri problemi. 

Nel. caso m cui le temperature dei punti del corpo elastico variano 
in modo, a partire dallo stato iniziale, che il corpo sia sempre in equi- 
librio di temperatura, come accadrebbe, p. es., se il corpo fosse soggetto 
ad una sorgente calorifica uniforme, allora è: 

A*T = o, T = 

e le (48) sono sostituite da formole più semplici che si possono otte- 
nere dalle (39') ponendo in queste : 

1 = M =N=o, P= — (3X + 2(x)JtT. 

Se, finalmente, t è funzione della distanza al centro della sfera soltanto, 
grintegrali di spazio che compaiono nelle (48) si possono calcolare fa- 
cilmente, servendosi del teorema di Green e dei più semplici risultati 
della teoria del potenziale. Mostreremo l'andamento di quesd calcoli nei 
casi più semplici seguenti. 

7. Deformaxione di una sfera elastica le cui particelle si attirano se- 
condo la legge di Newton. — Supponiamo che le tensioni in superficie 
sìeno nulle. Mora la deformazione della sfera sarà rappresentata ancora 
dalle (48) se supponiamo che P sia il valore della funzione potenziale 
nei punti interni alla sfera e quindi r=A*P = — 4^. Ricordando che 

P=2l^R'- — l' 

3 

e notando che: 



diverse soluzioni, come la maggior parte dei problemi di cui ancora d occuperemo. 
Qualcuno di questi ultimi è anche suscettìbile di essere dedotto direttamente in modo 
facile. Però non d è parso inutile dedurli tutti sistematicamente dalle formole gene- 
rali, con Tapplicazione dei più semplid risultati della teoria del potenziale, almeno per 
riprova di esse formole. 
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SI trova: 



(49) 



4^ i5(^+l*)(^ + aj*) ' 

y i6icp.J?* 

4«Ä~ i50 + âf)(3>+a|*) ' 

w, =or, = w, = o, 
I5C^ + 2|')V 3^ + ai* / 



\ 



8. DeformtKfjone di una sfera elastica che reta utàformemenU intorno 
ad un asse. — H nuovo problema, se sapponiamo ancora che acne nuUe 
le tenàoni in superficie, differisce di poco dal precedente. Se sapponiamo 
che l'asse di rotazione sia l'asse :^ e chiamiamo m la velociti angolare 
costante della sfera intomo a quest'asse, Insogna porre nelle (48) : 



Avremo allora: 



4«Ä 



i5(^ + l*)(^ + ai*) 



+ io(X+n) (** + >*)' 
4-nR i5(^ + 2Ìi)Vi9^+i4(* 3^ + 2|*/ 



(50) = 



+ 5(i9X + i4[^)^''*+^*^' 



,'' + 



(^ + 2(*)(i9^ + i4(*)' '19^ + 141* 



(*'+/) 



5(^+2[^)(3^ + 2[*) 



R\ 



2(*L (^ + 2(*)(i9> + i4rt 3 ^19^+141*'' ^^^ 

K5^+6rì r». 45^+98^+481^' /n. PVÌ 

5(X+2|*X3>+2|*) * "^ 5(^+2^X19^+141') V 3 /J • 
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(50) 



~ 5(>+2|*)(3>^+2(*) ■•" 5(>+2(*)(i9>+i4(*) V 3 /J* 

tv 



_^a>»r X(7X + 6t.) /' 2fi + t*) f^. I ,»> 

-2[.L(^ + 2|*)(i9X + i4rì 3 "^I9X+I4I*^ "^^^ 

Kl 

5(^+21 



f X3>+2(*) "^ "^ 5^+21^X1 9^+141*) V 3 /J 



9. Deforma'i^one di una sfera elastica soggetta alia gravità ed appog- 
giata ad un piano ori:^oniale. — Per risolvere questo problema suppor- 
remo che la pressione del piano orizzontale sulla sfera, la quale deve 
equilibrare il peso della sfera stessa, sia assimilabile ad una pressione 
applicata nei punti di una piccola regione intorno al punto di contatto 
col piano orizzontale, con distribuzione continua e normale alla super- 
ficie sferica. 

Supponendo Tasse i^ verticale e diretto dall'alto al basso, per Tequi- 
librio è necessario che 



/ 



Dd(f= — - fi. 

3 * 



Possiamo allora assumere 

e la soluzione del problema sarà data immediatamente dalle formole (39") 
alle quali sono da aggiungersi i termini relativi alle forze di massa che 
si calcolano facilmente. 

In questo caso le formole di risoluzione si possono facilmente svilup- 
pare in serie di funzioni di Legendre dell'argomento cos w, dove (ù indica 
l'angolo che il raggio vettore che va al punto (x, y^ :() fa con l'asse 7^. 

Esempii più semplici di equilibrio di una sfera elastica soggetta alla 
gravità si ottengono supponendo che il peso della sfera sia equilibrato 
da una pressione costante sulla superficie, ovvero da una pressione nor- 
male e proporzionale a :^ il che corrisponde all'ipotesi di una sfera e- 
lastica sospesa in un fluido pesante. Essendo però i calcoli, in questi 
casi, estremamente semplici, li lascieremo da parte. 
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V. — Defomiadoiie di unn sfinra elastic« soggetta ip superficie 
a tensioni normali e a spostamenti tangeoxiaU, viceversa *)- 

I. Caso in ^ sulla superficie sferica sotto date le tensioni normali 
e gli spostamenti tangervfiali. -r- Ponianìo gli spostamenti in superficie sotto 
la forma : 

(51) u = 5X + 5,^ — 53)^, V = 5>' + 5,X — 5,;^ t^ = U + 5,3^ — 5,X 

e distinguiamo con un tratto le quantità dipendenti da s^^ s^, s^ di 
quelle dipendenti da 5. H problema che vogliamo risolvere si può aÙora 
porre in questi termini : Doli 5, , 5, , 5^ , determinare s, in modo che 

(52) Ix + M> + N;C 

(U^quisti in superficie valori assegnati. Per risolverlo, cominciamo ad os- 
servare che sulla superficie sferica è: 

e che il secondo membro di questa equaziope, considerato in tutta la 
sfera, è una funzione biarmonica in virtù delle equazioni indefinite della 
elasticità, per cui esso si potrà porçe sotto la forma 

F + f + (i?'_/')(F + F), 

essendo F, f ', f , F' funzioni armoniche. Il problema propostoci sarà 
quindi risoluto se facciamo in modo che F -{- F acquisti sulla superficie 
sferica i valori (52). Se indichiamo dunque con D la funzione armo- 
nica che acquista sulla superficie sferica i valori (52), deve sussistere la 
relazione identica 

(53) F + F=D, 

nella quale F deve, come D, ritenersi nota e si potrebbe, del resto, cal- 
colarla faciknente per mezzo di 5, , 5^ , 5^ ; ma, per brevità, omettiamo 
questo calcolo. Per calcolare f, partiamo dalle formole (11'"). Avremo: 



*) Vedi : Marcolongo, Rendiconti dell' Accadenrìia dei Lincei, 1892, 1° sera., 
P^g- 335; Hadamard, Aon. de TÉcole Dorm. super., t. XVIII, 1901. 
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e quindi 

Abbiamo quindi da determinare 5, ovvero, dò che conduce allo stesso 
^^P^> / > dall'equazione 

essendo 9 legata a / dalla relazione 

Hisolvendo queste due equazioni rispetto z l~ e z <f, eseguendo sul- 
l'espressione di 9 l'operazione i^ ed eguagliando i due valori cosi ot- 
tenuti per / ^ , sì riesce ad eliminare 9 e si trova la equazione seguente 

/ a» rsd<j 2X + 3IX d' rsdc 

Ccéì ) I 5(3^ + 2(t) a rftfg , 3X + 2(x /*idiT 

Questa equazione, prendendo per nuova incognita 
SI muta nell altra 

che s'int^a subito per quadrature. 
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2. Caso in cui sulla superficie sferica sono dati gli spostanunti nor- 
mali e U tensioni tangenT^iali. — Per risolvere il nuovo problema, seguendo 
il procedimento innanzi indicato, porremo i valori delle tensioni in su- 
perficie sotto la forma 

, . {L = Dx-\.D,l-Dj, M = Dy-\-D^x-D,i, 

e distingueremo con un tratto le quantità dipendenti da D, , D, , Z)^ da 
quelle dipendenti da D. Il problema propostoci può allora enunciarsi 
cosi : Date D, , i), , D, determinare D in tnodo che sulla superficie sferica 

(58) Mx + v^-j-u»:^ 

acquisti dati valori. Ora l'espressione precedente, considerata in tutta la 
sfera, in virtù delle equazioni della elasticità, è una funzione biarmonica, 
essendo 

A'(«x + t;^ + «;0 = 2e + -^/|^. 

quindi si potrà ancora porre 

ux + v;y + t^^ = F + F + (ie' — 0(F + F), 

indicando sempre con f , F, . . . delle funzioni armoniche. Se indicliiamo 
con 5 la funzione armonica che acquista sulla superficie sferica i valori 

(58), il nostro problema ù ridotto a determinare D, ovvero 1 , 

dall'equazione 

(59) I-' + F=^S, 

nella quale F oJ S sono noti e F si potrebbe facilmente calcolare in fun- 
zione di D, , D^y Dj ; ma per brevità sopprimiamo anche qui il calcolo 
relativo. Per calcolare F, osserviamo che, per le (39'/) : 

essendo h^ , h^ , /;, costanti e dove abbiamo adoperato le notazioni della 
memoria solita : 



(61) 
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Ne viene : 

, . I' roda i /"., rodo 

e quindi 

-iX-'^X^-T»+i'' 

Sostituendo questo valore di F nella (59), indi dividendo per / e deri- 
vando rapporto ad / si trova 

d / I rDdc\ d / 1 r', rDd<T\ , i a roda 
+ ia4(^) + ^^ 



|A a'f _ 8tch d S — f 
di' " R' di l 



Eseguendo poi in questa equazione le derivazioni indicate, moltiplicando 
per P e derivando ancora rispetto ad /, tenendo presente la relazione 

i-jï + f =?. SI trova 

/ „a* rDd<7 , , a rode roda 

I 2tx»a'i> ^ /.a? \_.8xt. a / a 5-F\ 
("•"/? a /' i? V a/ 7~i?'a/vâ' ' /' 

mentre ? è legata a 1 daUa relazione 

RtmJ. Ort. ÌUltm. Ptltrwtc, t. XVII (190} ). — Sunpato il ( »gosto 190). )S 
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au lì d/*"*" Ä dl 

Eliminando fra queste due equazioni /' -^ , indi applicando al ri- 
ai 

sultato Toperazione ' ^ > si ottiene un'altra equazione della stessa speäe 

che insieme alla (62) e (63) può determinata i valori di 9, ^ vr > 

01 

/* -^ ; per cui eseguendo sull'espressione dì ç l'operazione l-^ ed ^ua- 

gliandolo al valore di / -^^ , precedentemente ottenuto, si riesce ad elimi- 
äl 

nare 9 e ad onenere una equazione diflFerenziale in / che s'integra 

con quadramre. Più agevole riesce l'eliminazione di D fra le due equa- 
zioni (62) e (6j), poiché esse sono del prim'ordine in 

dlj, r -^J, r ' 
Genova, 17 fìebbraio 1903. 

Orazio Tedone. 



SULLA SUPERFICIE A LINEE.DI CURVATURA ISOTERME. 
Nota del Dr. Pasquale Calapso, m Paleraio. 



Adunanza del io maggio 1903. 



La ricerca delle superficie a linee di curvatura isoterme è uno dei 
problemi più difficili della geometria differenziale, e dipende dall'integra- 
zione di una equazione alle derivate parziali di 4® ordine *). 

Si conoscono classi particolari di queste superficie, ed alcune trasfor- 
mazioni mediante le quali si possono dedurre da superficie isoterme note 
infinite altre superficie pure isoterme. 

Tutto ciò si conosce per via indiretta e indipendente dall'equazione 
fondamentale di 4° ordine, perchè essa è d*integrazione diflScile. 

Nella presente ricerca ho anzitutto stabilito una nuova equazione 
alle derivate parziali di 4° ordine da cui si può far dipendere il problema. 
Essa è della forma: 

ed è assai più semplice di quelle finora conosciute. 

In secondo luogo ho segnalati gl'invarianti dell'inversione delle su- 



*) J. Weingarten, Ueber die Differentialgleichungen der Oberflächen, welche durch 
ihre Krümmungslinien in unendlich kleine Quadrate getheüt werden k&nnen. (Sitzungs- 
berichte der K. P. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, t II, p. 1163 ; 1883}.— 
Cfr. anche Darboux, Leçons sur la théorie générale des Surfaces, .t H, p. 250; 2Sh 
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perfide isoterme, che sono di grande utilitä per lo studio intrìnseco delle 
trasformazioni di queste superfick. 

In terzo luogo ho subilita l'espressione analitìca della trasforma rione 
indicata dal Darboux *), la quale consiste nel comporre l'mversbne e 
la trasformazione invólutoria di Christopfel. Intorno a questa trasfor- 
mazione ho stabilito il corrispondente procedimento analitico, mediante 
il quale si può dedurre da una nota soluzione dell'equaaone sopra se- 
gnata una nuova soluzione contenente tre costanti arbitrarie **). 

Da ultimo ho s<^[nalato che questa trasformazione appartiene ad un 
äpo più generale, che fornisce ogni volta una soluzione dell'equarione 
di 4^ ordine con quattro costanti arbitrarie. 

Ritornerò prossimamente sull'argomento per sviluppare da questo 
nuovo punto di vista la teoria delle trasformazioni di queste superficie. 

Eqoadooe fondamentale di 4^ ordine. 

I. U problema della ricerca deUe superficie a linee di curvatura iso- 
terme può enunciarsi nel modo seguente: 

Determinare tre funzioni f , D, D'' tali, che esista una superficie 
avente per prima e seconda forma fondamentale le due forme diffinren- 
riali quadratiche: 

le^^idu^ + dv^, 
^^ ( Ddu' + D"dv\ 

Per risolvere il problema basterà imporre che le equazioni di G>- 
DAZZi e la equazione di Gauss siano verificate. 

Calcolando sulla prima forma quadratica l'espressione della curvatura 
e i simboli di Christoffel che interessano al nostro argomento, si trova : 



I i" \ 2 \- dv ' 
i 2| _ _ l2 2} _ dy 



*) Darboux, I. e, p. 346. 

**) Per il sigoificato della funsione w, nessuna di queste costanti può dipendere 
da omotetia della superficie corrispondente. 
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Le funzioni ç, Z), D" si debbono adunque determinare dal sistema 



dv 



= iD + iy,:^ 



« { ^ = (z,H-z>")|f. 



DD" 



e 



29 






Noi vogliamo esporre per questo sistema un metodo d'integrazione, 
che riduce la principale difficoltà all'integrazione di una equazione d'a- 
spetto notevolmente semplice. 

Â tale scopo poniamo 



(3) 



2) = -i=-(o. + û)e'. 

V2 



In questo modo il sistema (2) diventa : 

da d<ù , , d9 

du Ott ^ ' ^ du 

f \ /du da „. df 

du^ * dv^ * 2 ^ ^ 

Qò posto, consideriamo questo come un sistema di tre equazioni 
nelle due funzioni incognite Q, <p e ricerchiamo come deve determinarsi o) 
affinchè esse diventino coesistenti. 

Derivando la prima delle (4) rispetto a t; e la seconda rispetto a «, 
ed eliminando per mezzo delle stesse equazioni le derivate della funzioni Ù, 
questa scompare identicamente e si perviene alla relazione 

r^ d'y I d<p dy _ I d^<ù 

^^'^ dudv 'du dv cu dudv 

Inoltre, derivando la terza delle (4) rispetto ad a e sostituendo per 

la -5 — la sua espressione dau dalla prima delle (4) stesse e per la ^ ^^ 
ou ou&u 

la sua espressione calcolata dalla (5), si ha : 

Ê!± = ^> ^9 + U1-Ë1 _ aCco + Ù)^ 
fc\ ) ^^^ dudv dv ~ dv' du ^ ^^ ^ du 

^ ^ du dv \(ù dudv / ' 
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Analogamente à trova : 

) av» a«at; a» ^^ à«* èv ^^"^** "^^«^ 

Dalla (5) pd per derivazione possiamo ottenere le altre derivate 
tene della f espresse per le derivate d'ordine inferiore ; avremo : 

/ d^if _ _ d'y dy dy d'y . d / i d'à» \ 

. idtt^dv ~ du* dv dududv "^ du V • dudvj' 

) ^'y ^ yy dy dy yy ■ a / I yii \ 

\ dudv* dv* du dv dudv ' dv \ « dudv) ' 

Ed ora calcolando le condizioni di int^rabifitä del sistema di equa- 
zioni differenziali (4% (j), QS^ (7), (8) si trova che esse â riducono 
alla sola: 

,. y/i ya> \, y/i y^ \, y />x_^ 

^'-^ du*\» dttdv/'T- av*\« dudv)'*' dudv ^'^^~ °' 

Ck)ncIudiamo adunque che» affinchè le equazioni düferenziali (4) nelle 
due funrioni incognite 0, y siano coesistenti^ è necessario che la funzione «* 
verifichi l'equazione dìflbrenziale alle derivate parziali di 4** ordine (9). 

Inversamente ad ogni soluzione di questa equazione, corrispondono 
infinite soluzioni del nostro problema dipendenti da quattro costanti, ar- 
bitrarie. 

Infatti, se 0) e una soluzione della (9) il sistema ^ equazioni dif- 
ferenziali (4), (5), (6), (7), (8) nelle funzioni incognite O, y è completo. 

Per determinare nel modo più generale una coppia di solurioni Û, y, 
si possono assegnare ad arbitrio per un sistema iniziale di valori u^ , v^ 
delle variabili u, Vy i valori di 

dy dy yy yy 

''' du ' dv ' du' ' dv' • 

L'integrazione introdurrà adunque cinque costanti arbitrarie, ma si 
riconosce immediatamente che una di esse è additiva in y, quindi si a- 
vranno soltanto quattro costanti essenziali *). 

Partendo adunque da una solurione u della equarione diflferenziale 



durre 



^} Non consideriamo come diverse due st^>erficie isoterme che si possono 
Tuna dall'altra inediaiite omotetia. 
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(9) e integrando il sistema completo (4), (5), (6), (7), (8), si hanno 
due funzioni Ü, <p con quattro costanti arbitrarie. Le funzioni w, Ü, f 
cosi determinate soddisfaranno alle equazioni (4), e quindi le funzioni 

y2 y2 

soddisfaranno al sistema (2). 

Ë cod stabilita la proposizione. 

2. Mettiamo il risultato ora conseguito sotto altra forma che meglio 
si presta per ulteriori ricerche. 

Sottraendo dalla (6) la seconda delle (8) ed osservando le (4), si 
ricava : 

du^ dudv^'* du du^ dv dudv 

du du dv \ (ù dudv / du ^ ^^ 

che si può anche scrivere 

d«Ld»' dv'^\du) \dvf "J 

^ ^ 8 / I y<o \ d ,^.^ 
df \ w dwôv / du ^ ■'■ 

Con procedimento analogo si trova : 

^ 2 _d_ / j^ _djw_\ _a_ „ 
3m \ u Sftdf / "" of ^ ■'' 

Intanto in t'orza della equazione (9), cui soddisfa la o>, si ha per 
quadrature una funzione / che verifica le equazioni 

dj _ . a / 1 a'co \ a . ,^ 
V \ w awav / a» ' * 

^ ^ ^ _a_ /_i_ _a^o_\ _a_ , .. 
a* aa \ 0) auav / "*" a» '^* 

Per una tale funzione / potremo scrivere la relazione 

a*9 



. - j du - ^ a 
^^°) ^ a/ 



a»* dv' ^\du) \dv) '•"-•'' 
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che considerata insieme alle equazioni (4), (5) fornisce il sistema simul- 
taneo illimitatamente integralnle 

'-^=(if)"-(-ify-T(---"'-"«)+/. 

^ ' * audv au dv * tu duav 

'B = (l|-)'-(lf)"-TC«'-"- + »'')-/= 

do du . , „. df 



(5) 



du du ^ *^ ^ du 
da d« I / n\ d? 



G)sl, partendo da una soluzione » dell'equazione fondamentale (9), 
per ogni funzione J ricavaa dalle (io) si hanno dal sistema ÇA), (fi) 
le funzioni O, f contenenti tre costano essenaali. 

3. OssBRVAZiONB. — Le equazioni fondamentali (4) non si alterano, se 
si scambiano fra loro u e 11 e se si cambia di s^no f . 0>sl si hanno 
ogni volta due superficie isoterme 5, ? con 

ds' = e'^Qlu' + dv^, fs' = e-^(di** + dv*\ 

D =e''^D, D" = — e"^D'\ 

Queste superficie 5, S hanno b medesima rappresentazione sferica 
delle linee di curvatura e quindi possono collocarsi in guisa che le nor- 
mali in punti corrispondenti siano parallele. 

Questa trasformazione (involutorìa) delle superficie isoterme è do- 
vuta a Christoffel. 

Gli invarianti dell'inversione delle superficie isoterme. 

4. Teorema. — Siano x, yy ^ le coordinate d'un punto di una su- 
perficie isoterma 5, e siano 

l C'^du'^dv'), 

le due forme quadratiche fondamentali di questa superficie. 
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Applicando alla 5 Tinversione più generale a potenza negativa *), 
si ottengono, come è ben noto» infinite superfìcie isoterme 5, ; denotando 
con 

le due forme fondamentali della superficie generica S, , si hanno le re- 
lazioni •*) 

^i = ^f Ji = J\ 
ove si è posto 

Per dimostrare questo teorema assumiamo la potenza dell'inversione 
eguale a -^ i, il che è lecito non volendo considerare come diverse due 
superficie omotetiche ; in questo modo denotando con a, b, e le coor- 
dinate del polo dell'inversione e con Jc, , >, > ^, le coordinate d'un punto 
della superficie generica 5, ; posto 

avremo le formole seguenti : 

(13) x,-a= —, ^._i = -^__, :^,-c = —. 

Derivando queste si ottiene : 



dx, I dx ^x — a df 



,^ .du pôu'^p* du ' 

(14) { 

* dx^ I dx , X — a d<p 

dv ~ p dv * p' àv * 
colle analoghe in )r e :(, dalle quali si ricava : 

(15) p = «♦■-♦. 



*) Dal punto di vista della geometria intrinseca non considereremo come divene 
due superfìcie isoterme, che si possono dedurre l'una dall'altra mediante un« wr 
rispetto a un punto. 

*^ Se si fa l'inversione a potenza positiva si ha w, ?= — «ii /r 

Rêmd. Cifc. Maitm. PaUrmo, t. XVII (1903). — SumpAto Ìl 7 ( 
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Inoltre» denotando con X.» F, , Z, , i coseni direttori deUa normale 
alla superficie S, e con X^ Y^ Z, i coseni direttori della normale alla 
superficie S^ si ottengono con opportuni artifid le formole sq;uenti : 

(i6) { ,t-». F. = -«»-». y +J^X*^(«-«). 
^»-». z, = ~ ^^'Z + Lziij;» X(* - a). 

Dalle (14) aaam per derivaaooe, traendo presentì le (14) stesse, 
à ikava: 

yx. I yx , 2 df dx, . x — o d'f 

d«* ~ p d«* "*" p d» "d»'" p* d«* • 

Donde^ osservando le (iQ: 

Sommando e riducendo: 
^ « Ott« ^ dtt» • 2p du*^- ^ ^ 

Intanto, avendosi 

p = (*-ay + Or-*y + (^-c)', 
sarà 

1 2 di* ^-^ ' di« ' 

Dopo di che la precedente diventa 

Scriveremo questa definitivamente 
(18) -pL(a., 4- Ü.) = -^(« + 0) + e-'.^iì^C*-«)- 
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Analogamente si trova : 
(19) ^(«. - Û.) = ^(a> - Û) - e-^'X^Xix - a). 
Da queste due ultìme si ricava 

ad) :^ Ct>, 
Û, = Û + V^e-^^ X 2 X(x — a), 
la prima delle quali dimostra una parte del teorema. 

Per dimostrare la seconda parte procederemo nel modo seguente. 
Si ha dalle (20): 
(21) a),û, = wü + fiiùC-'^'^lXÇ^x — à). 

Inoltre è ben noto che le funzioni x, y y tì, f , ça, Q, X, Y, Z sono 
l^te dalle relazioni 

d^x dfdx , d(fdx 1 , rt^ -0 v 

du* dudu * avav * y^^ ' ^ ' 

d^x d(fdx d<fdx i . «n -* v 

colle analoghe va y q :^ sostituendo nella seconda delle (17) e tenendo 
sempre presente l'espressione di p, si ottiene: 

^ = ,,-a» _ |l|f. + |P|L + J=(« + ü)e-^X2X(x - a). 
OU dudu ' avav ' |/^^ • / ^ ^ -/ 

Analogamente : 

|!l = 2.-'' + |î|i-|^|^-4=(a>-û).-f2:2X(*-a). 
dv^ * dudu dv dv |/^^ -^ ^- v y 

Sottraendo : 

dtt* dv dudu * avdv * ^- v /> 

m^lio Êu:endo uso della (21) : 

du* dv*- ^dudu + ^dvdv^^ '^'^'"« '^"^• 
Infine sostituendo per p la sua espressione e^^^^ e semplificando si 
ottiene 

la quale dimostra la seconda parte del teorema. 
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AUe funztoni «* e / che riooaiigono inahente per «dt Quforniaaone 
daremo il nome di invarianH. 

lyaltra parte è notò che il prodotto di due inverâoni qualsiasi, che 
hanno la potenza ddlo stesso ssgjio, equivale ad una sola inversone a 
potenza nativa e ad un movimento, se le due inversioni hanno centri 
diversi, ed equivale ad una omotetia, se le due inversioni hanno b stesso 
centro; quindi dal punto di vista della geometria intrinseca posiamo af- 
fermare che l'applicazione successiva delle mvendoni più generali a po- 
tenza nativa, produce b stesso effetto che una sola inversione a potenza 
nativa. 

Concludendo; tutte le superficie isoterme derivate da una particolare 
superficie isoterma mediante lìnveraone a potenza negativa (anche se rì- 
pemte volte applicata in tutta la sua generalità) costituiscODO un »stema 
triplamente infinito di queste superficie, le quali hanno i medesimi mva- 
rianti «* e /. 

Le superficie isoterme derivate dalllntegradoiie 
del sistema ocunpleto (il)» C^- 

Da dò che precede risulta un mesio per formare oo' superficie iso- 
terme, aventi in comune con una particolare superficie isoterma nota, le 
fundoni » e /. Ora vogliamo determinare tutu le superfidt isotsmie che 

hanno in comune coUa prima le funzioni we/. 

La risoluzione di questo problema consiste manifestamente nell^te* 
grazione del sistema completo {A)^ (£), in cui per tt e / si pongano 
le funzioni date. 

Denotando ancora con Ü, f le funzioni più generali che soddisfanno 
a questo sistema, avremo in corrispondenza due classi di oo' superficie 
ciascuna, cioè: 

1/2 /a 

r'^(dtt* + dt;'), 
(^ j J^(« + û)e-^dM*-^(«-û)it;^, 

la seconda delle quali è la classe completa di superficie isoterme che hf 
-'-»«ìmi invarianti « e /. 
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Uuna di queste classi si cambia nell'altra colla trasformazdone di 

CiUtlSTOFFEU 

Le superfìcie 5 dipendono da tre costanti arbitrarie; ed inoltre a 
causa dell'unicità dell'integrale generale di (^, (5) possiamo affermare 
che esse coincidono, in generale, con quelle derivate dalla superficie nota 
mediante l'inversione. 

Intorno ad una trasformazione delle superficie isoterme. 

7. Vogliamo dare anzitutto l'espressione analitica del metodo di tra- 
sformazione esposto dal Darboux, e precisamente vogliamo stabilire le 
corrispondenti trasformazioni d^li invarianti we/. 

A tale scopo ricordiamo che esso metodo di trasformazione consiste 
ael comporre l'inversione colla trasformazione di Christoffel, ed allora 
per quanto sopra è dimostrato la funzione co si cambia in Ü. 

D'altra parte calcoliamo l'mvariante / sulla superficie trasformata; 
avremo: 



y = 



d«' 



^uHuy-m-'^ 



e quindi 

anche in forza delle (4) 

Concludiamo che il sudetto metodo di trasformazione equivale alle 
operazioni analitiche seguenti : 

Assumiamo gl'invarianti (o, / appartenenti ad una particolare super- 
ficie isoterma; integrando il sistema completo (^4), (ß) avremo una fun- 
zione Û con tre costanti arbitrarie e indi dalle (22) la funzione /. 

Le funzioni Ü e / sono gl'invarianti della superficie trasformata; si 
può quindi sostituirne i valori nel sistema (^A), (fi) al posto di o) e / 
e ripetere il procedimento. 

Questo rìsuluto è interessante anche dal punto di vista dell'integra- 
zione dell'equazione differenziale (9), invero la funzione Ü cosi ottenuta 
è una nuova soluzione di questa equazione. 

Gò risulta dal significato geometrico di Ü, e per altro può verificarsi 
direttamente elimmando fra le (4) o) e f. 
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Abbiamo quindi una trasformazioDe degl'integrafi ddk (9), che in- 
troduce ogoi vola tre costanti arbitrarie» la qoak è l'eqpressioiie analìtica 
delk trasfidrmaaone esposta dal Dàrboux. 

Gò posto, s^naltamo una trasfonnaaone più generale, la quale si 
fonda sull'osservazione acuente. 

Se il sistema (if), (£) è completo qualora si assumono certe firn» 
&oni «*, /, sari pure completo se si assumono le funzioni », / -|- cost 

Gò è manifesto dalla forma delle equazioni (io) alle quali deve 
soddisfare la /. 

Ed allora partendo dagli invarianti «*, / appartenenti ad una parti- 
colare superficie isoterma, assumeremo in (if), (£) le funzioni «, /-}-cost 
ed otterremo cosi la funzione 11 con quattro costanti arlritrarìe. 

Questo risultato sembra notevole e dal punto di vista deinnt^ra- 
zione dell'equazione fondamentale (9), può enunciarsi più semplicemente 
cosi: 

Da una nota soluzione a» ddl'equazione difoenziak (9), int^rando 
il sistema completo (io), (if), (£), si ha una nuova seduzione O ddla 
stessa equazione con quattro costanti arbitrarie. 

Palermo, io maggio 1901. 

Pasquale Calapso. 



I SIMBOLI DI CHRISTOFFEL ESTESI PER LE FORME DIF- 
FERENZIALI DI PRIMO ORDINE E DI GRADO QUALUN- 
QUE. 

Nou di Luigi Sinigallia, in Milano. 



Adunania del 24 maggio 190). 



In una recente Nota *) il prof. Pascal, studiando le forme diffe- 
renziali di ordine qualunque, è stato condotto a considerare certe fun- 
zioni dei coefficienti della forma stessa, funzioni che egli chiama i sim- 
boli a carattere invariatUivo, e che per tali forme fanno un ufficio analogo 
a quello degli ordinari simboli di Christoffel per le forme differenziali 
quadratiche. 

Estendendo un notevole risultato ottenuto dallo stesso Autore pel caso 
delle forme differenziali del 2^ ordme, io ho poi recentemente dimo- 
strato ^) Tinvariantività delle caratteristiche di certe matrici formate coi 
detti simboli. 

Se ora nella forma che si considera supponiamo nulli i coefficienti 
di mtti i termini che contengono i differenziali di ordine nuggiore di 
I delle variabili (il che, come è facile riconoscere, rappresenta un as- 
sieme di condizioni di carattere invariantivo), la forma data acquista il 
tipo di una forma differenziale di primo ordine e di grado qualunque e le 
matrici aventi per elementi i simboli relativi (simboli che risultano una 



^ Pascal, Sulla costruzione dei simboli, ecc. [Rendiconti della R. Accademia dd 
lincei (5), t 12 (1903) i** semestre, pag. 367]. 

**) Le tnatrid a caratteristiche invarianti, ecc. [Rendiconti del R. Istituto Lombir' 
(2X t. 36 (1903X pag. 650]. 
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avremo 



(5) 






lì 



-^ZK,..(v-V)^ 



{M.....,_.j s 



[Mm-v-.] 



Date più matrici (Af .) aventi lo stesso numero di colonne, deno- 
tiamo con X(^i) ^^ matrice che si ottiene scrivendo sotto le linee di 
una qualunque delle (M.) successivamente le linee di tutte le altre (Af •) 
che figurano come termini del sommatorio. Ponendo ora 

o, '^t,...iv_2iii • • • ^«i...«v— 1«« 

x„. ...,.['■ •••/-■]. ... ['■■„■-■] 

x„. -,.[•■ ■•;-"], ... ['■••■„■-"] 

intenderemo che i sommatori X{-^»i. »V-aS > X[^»i»r-i] ^^^^^ estesi 

rispettivamente a tutte lei* )'( ) combinazioni 

con ripetizione delle classi r — 2, r — i degli indici, variando questi 
da I ad ;/. Converrà anzi, per quanto segue, far percorrere successiva- 
mente agli indici t, ... i^ tutti i valori da i ad w, sicché la matrice rap- 
presenta» simbolicamente in modo evidente con 

avrà w'"' (i+ n) linee delle quali però solo «)( )"f"("^ )( 

sono diverse tra loro 1 . 

Premesse queste cose, dimostriamo che b caratUrisiica della matrice 
{A) rimane invariata per ogni trasformazione di variabili. 

Immaginiamo sostituiti ai singoli elementi della matrice (^A) i rispet- 
tivi valori [forniole (3), (5)] espressi in funzione dei coefficienti Y e 
delle variabili y e determiniamo delle quantità > tali che 
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^^/. ^J';v-. /a >,.,.,,, ■ lihxi'. <Ä-(J. •••;r-.i\ 



'+-+fe*- )=(''.;v.'T"b 



dò che potremo fare perchè il determinante D è diverso da zero. Se 
poi alla linea i^* di ogni [Afi,..,v^J aggiungiamo il doppio della somma 
delle linee di {Afi,...i^__J moltiplicate ordinatamente per V^'» ^>, . . . ^ ^(^ix »v)^ 
poiché 

y y ìliL ^Jii^ ìlji y ^yji^L i(^. ..V) _ 
";Ä/" H '•.•..»•,>/,. ax, 

e questa operazione non altera il valore della caratteristica della matrice 
(^, ne deduciamo che la matrice (^A) ha la stessa caratteristica della 
matrice 



(<0 



I* colonna 


{h + i)"" colonna 





,..t-/""-'ax, ax._,8x, 







(Î, . . . i, = I, . . . n) . 

G)nsideriamo ora la matrice quadrata di n''"' (i -f- n) linee ed al- 
trettante colonne 




s(iO 



as» 



kUtOl aiìllttALLlA. 



otcep^ta scrivendo ff^^(i -|^ ti) volte in sen$o diaggp^le il jt^biano 2> 
e p0neiylo :pero ip tutti i posti cjie rimangono vix)tv Ê divoro che la 
m4ti[ice (^) può coxiskiçr^ il. prodotto p^ cçloivie dçlla nutrice 



m 



l^ çoloqoA 



lift, ^*i, ^*J, 



(* + i^ ootoopa 



I - . w. 



\ M-^'-lk-k^. 



(/, = !,...»; î, ... t, ss I» ... ») 

colla matrice (£)l La matrice (£') risulta pure il prodotto pçr colonne 
della matrice 



I* colonna 






(Ä + 1)"* colonna 






I 



^ ['■ : 



/l /r» 



y,T?2>î 






v/i t /i ^ '» • • • * î ^ » • • • •r — '• • • • *) 



cptla stessa matrice (UT). Cosi continuando vediamo che, denotando con 
(Ì?X ^ matrice che si ottiene dalla matrice (^K) sostituendovi a ciascuno 
dei suoi primi w*""* determinanti D, il determinante di ordine n che ha 
gli elementi principali uguali ad i e tutti gli altri nulli, la matrice (6) 
può ottenersi moltiplicando sempre per colonne la matrice 



(7) 



I* colonna 


(h + i)°" colonna 





? '-'. '-'If: 


y,..../. 


yf;. ... jrl'dyk 
4L * Jdx^ 



0*. • • • /r-, = I, . . . «) 



0\ ...;,= I, .. . ») 



per la matrice (/f), , moltiplicando poi il risultato per (UT), dopo avere 
in modo opportuno permutate fra loro le linee, indi, dopo un'altra per- 
mutozioney il nuovo risultato aocora per (£^ e eoa di sonito in modo 
che le successive moltiplicazioni per la matrice (UT) siano r — i. La ma- 
trice (7) risulta, alia sua volta il prodoao per Unee della, matrice 
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0, 


Yn 


../r-l» > • • • ^/l- •/r-l" 


(8) 


^h if 


";\ • • • ;,T n. • • irl 
I J * " L " J 


coU'altra 








I O ... 




• 


dx, dx. 




i^' ■■ P' 

dx. dx. 



0*, •• /r=I, •• «) 



Ora pel teorema relativo ai minori tratti da una matrice prodotto 
di altre matrici, le matrici (6), (7), (8) hanno la stessa caratteristica : 
dunque hanno pure la stessa caratteristica le matrici {A) ed (8)1 Con 
dò il nostro teorema è dimostrato, perchè la matrice (8) è a^^unto la 
matrice ÇA) relativa alla forma trasformata (i') della forma data. 

n metodo tenuto ci può pure portare a dimostrare che sono anche 
invarianti per ogni trasformazione di variabili le caratteristiche della matrice 
2!|Af,i. i^-at ^ ^^^ matrice (^A') che si deduce dalla matrice {A) colla 
soppressione ddla prima colonna. 

2. È interessante dì cercare quali sono le forme di primo ordine e di 
grado qualunque, che hanno la caratteristica della matrice Xl^'i s-ai 
uguale ad i. 

Notiamo perciò che, quando la caratteristica della matrice ^ i-M'»! ..»V-,} 
è I, si ha 

Y. . . y. 

-^»i •••f-i»r-i -^»i .»r-i«f 

-^»i •••f-2«r»r-i -^»1 ••»r-2»r»r 



= O 



e quindi 

(9) 



va . Y. . Y. 



Dimostriamo che si ha 

la X i cui ul- 



-«-HT ••»r— l-KT 



per ^ = 2, 3, . . . r, denotando con X,....v_,v_ 

timi 5 indici sono uguali ad i,_,^^. 

Supposta vera la (2) per un dato valore di i, essa per 
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ci dà 

e scambiando in questa formola t, ed i^_,^ fra loro si ottiene 
Y« . . . Y'-». . . V. . 

Sicché eliminando fra le due ultime formole Xì,..ì,_,_,ì^_,^^...ì, abbiamo 
ossia, scrivendo i,__, in luogo di t^, 

ove T = I, 2, ... 5. 

Sostituiamo ora in singoli fattori del secondo membro della (io) 
elevata alla potenza (5 + i)"* > loro valori dati dalla (11), estraendo poi 
la radice 5°* avremo 

y*-»-i. Y. . . Y. • Y- . ... 

sicché la (io) sussiste anche per 5+1. Ma essa, per la (9), é vera per 
5 = 2; dunque la (io) ha luogo per ogni valore di s. 
In particolare, per 5 == r, la (io) ci dà 

X: . Y . Y. Y 

r r r 

e, se X, , = X-, avremo in tal caso 

r 
(12) ^ii ir ^^ X,, Xij . . . Xi^ 

e quindi 

(13) X^ir ifdxi, ... dxi^ = {J^XidxJ' 

Viceversa è chiaro che se una forma differenziale di primo ordine 
e di grado qualunque è la potenza di una ordinaria espressione pfaf- 
fiana, i suoi cocaìcienn soddisferanno alla (12) e la caratteristica della 
matrice X{-^»i »V-a! ^^^ ^- Dunque: perchè una forma differenziale di 
primo ordine e di grado qualunque r sia la potenza r"** di una ordinaria 
espressione pf affi ana bisogna e basta che la caratteristica della matrice 

X{^»i «r-a! ^^^ uguale all'unità. 

Rammentando ora i noti teoremi della teoria delle espressioni pfaf- 
fiane *) ne deduciamo che : date due formt differenziali di i** ordine t 



•) Weber, Vorlesungen über das PpAFP'sche Problem, pag. 158-163. Leipzig 1900. 
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ddlo Stesso grado r 

X"' = 2: Xi,...i,dx;, . . . dxi, , r" = 2; Yi,,Jyi, . . . dy;, 

aventi ambedue la matrice Xl^'i- 'r-il ^''^^^ caratteristica i, denotando ri- 
spettivamente con Xj , Yf le radici r"' dei coefficienti X, Y aventi tutti gli 
r indici uguali ad t, e ponendo 

(.,^ oX, oX^ /--iNf o Y: o Yi 

dxj dx. ' ^ '' dy^ dy^ 
la condi:;^ione necessaria e sufficiente per l'equivalenza delle forme stesse X^'\ 
y"' è che le matrici 



X, X, 

(12) 



(I«) 



(«1) (ni) 



Y. Y, 
(12)' 



Y, 
(in)' 



(ni)' («2)' 



abbiano la stessa caratteristica. La condizione invece neussaria e sufficiente 
per l'equivalenza delle due equazioni ai differenziali totali di ordine r 

x''^ = o , r^^ = o 

è che le fnatrici 



o 
X, 



o (12) 



. (in) 



o r, 7, . . . F, 
7, o (12)' . . . (I«)' 

r, (ni)' (n2y ... o 



. K («0 («2) ... o 
abbiano la stessa caratteristica. 

Quando (come qui si è tacitamente supposto) il grado r della forma 
diflferenziale è maggiore di i, anche la caratteristica della matrice {A) 
sarà maggiore di i. 

Consideriamo il caso in cui la caratteristica della matrice {A) è 2 : 
caso che richiede che la caratteristica della matrice X{^»i «V-a} ^^^ ^• 

Se la caratteristica della matrice (-4) è 2 si avranno le relazioni 
(12), (13) e l'altra 

-^/i ./r-i/r ^ii-jr^iir 






= 0; 



prendiamo 

». = «,= • • • = »r = « ; /. = ;, = • 



;, — ' 
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seguendo le X. , X- , X^ diverse da zero, l'ultima relazione, per la (12), 
d dà 



(14) 






Ora quando fe, = fc^ m ... = Ä^ , se (ih) = -^^ — -^— ^ , si ha 

(15) [*• •:• *'] = rXrjx,(/,0-(r-i)X,|^j; 

perciò la (14) si riduce a 

cioè ^X-dx. è un'espressione pfaffiana completamente integrabile. 

Viceversa, pel teorema dimostrato al § i, è chiaro che la matrice 
(A) relativa ad una potenza qualsiasi di una espressione pfafl^a comple- 
tamente integrabile ha la caratteristica 2. Abbiamo cosi il teorema: per- 
chè una forma differenziale di primo ordine e di grado qualunque sia la 
potenza di una espressione pfaffiana completamente integrabile, bisogna e ba- 
sta che la caratteristica della matrice (A) sia uguale a 2. 

La matrice (-4') [che si deduce dalla (A) colla soppressione della 
prima colonna] può avere qui le caratteristiche i o 2. 
Se I è la caratteristica della matrice (A) avremo 

[■■.■■] ['■»■•] 

ossia per le (12), (15) 

X,(iik)=X,iih), 

cioè la classe deirespressione pfaffiana ^X,Jx^ è i. E concludiamo: 
perchè titia forma differen:{ialc di primo ordine e di grado qualunque sia 
la poìenxfi di un differenziale esatto bisogna e basta che la caratteristica 
della matrice {A') sia l'unità. 

Dunque se la caratteristica della matrice (A) è 2, avremo 
XX, .;Jx., ... dx.^ = (Ydy)\ 
essendo Y, y due funzioni indipendenti delle variabili x, ... x^ . 

Milano, Maggio del 1905. 

Luigi Sikigallia. 
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SULLA CURVA LUOGO DEI PUNTI DI CONTATTO 

DELLE SUPERFICIE D'UN FASCIO D'ORDINE n 

CON LE SUPERFICIE D'UN FASCIO D'ORDINE n'. 

Nota di Corradino Mineo, in Palermo. 



Adumuiz« del io maggio 1903. 



Della curva luogo dei punti di contatto tra superfìcie di due fasci 
si occupa il prof. Segre, come mezzo per determinare un carattere delle 
varietà algebriche a tre dimensioni *). Nel suo lavoro egli trova una 
notevole relazione tra il genere di essa curva e il numero delle coppie 
di superficie dei due fasci che hanno contatto stazionario. 

In questa Nota mi propongo di costruire il luogo anzidetto, rica- 
vandolo come intersezione parziale di due superficie; il che, oltre che 
l'ordine, mi permette di determinarne il genere, onde, poi, con procedi- 
mento identico a quello adoperato dal prof. Segre per due fasci di curve 
piane, passo a calcolare il numero delle coppie di superficie dei due fasci 
che hanno tra loro contatto stazionario, o doppio contatto. 

Per la costruzione della curva mi servo dei luoghi 9p relativi a fasci 
di superficie, la cui teoria, stabilita dal prof. Gucqa **), è feconda di 
importanti applicazioni. 

I. Siano dati due fasci di superficie (F) e (F'), rispettivamente di 
ordini n e n\ affatto generali, le cui curve basi B t B' non hanno alcun 



•) SbgrB, Intorno au» caratUn Ì4lk sn^rfid^ t rf«R* mrigià supênori ûl^eWkhi 
(Atti della R. Accademia delle SdeEize di Torina« voi. XXXI, le^ó), 

^) Cuccia, Teorìa däU superfiät fp t dèh 4mvt |ofrhr^ w^htiv«^ a un fa*ao 
di superßfief ê SM applka\iom (Carte Utografate cid 
Râ»L Ciru Mêtwm. Pékrwttt 1. XVll (i^|). -^ Sumptto Ü 1 



)k. 
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ponto comune. Sia 1{ una retta qualunque ddb spazio, P un punto ge- 
nerico di essa ; denotiamo con 9, e t|^p le superficie luogo dei ponti di 
contatto delle tangenti condotte da P rispettivamente alle superfide dei 
fiisd (F) e (F') : come è noto, fp e ^j^ sono di ordine 2» — i e 
an' — I, e hanno un punto semplice in P *). Al variare del punto P 
sulla retta R^ le due stqierfide f p e ^^^ come è fiule dimostrare, ge- 
nerano due fasci (f p) e (t^p), proietavL La curva base del £udo (f p) 
è costituita dalla curva B e dalla curva Ag^ , luogo dei punti di contatto 
dei piani tangenti condotti per 1{ a superficie del fiiscio (F) **). umil- 
mente b curva base del fascio (4^p) è formata da B' e dalla curva jf^ , 
relativa al fascio (F*). I due fitsd proiettivi (fp) e (t|^p) generano una 
siq>erfide, luogo delle curve comuni a due superficie corrìqxmdenti f p e 4», , 
e che indicheremo con Zj^. 

La superficie Zjt è di ordine 2(n -f* n' — i), passa semplicemente 
per la retu R e per U curve B, B\ Aj^ t A'/^^ e û può anche definire 
come il luogo d'un punio M tale, chi la langmU hi comune dk due sur 
pirficU dd due fata daH (F) $ (F), passmd per M^ ü ^fpoggia alla 
ntta R. 

Sia R' on'altra retta dello spina, che, dapprima, per maggiore ge- 
neralità, supporremo non incontri R, e costruiamo analqgamente la so- 
perfide Zj^, relativa ai due fasd (F) e (F^ e corrispondente alla rena 
R'. Le due superfide Ig e Igf hanno in comune le due curve B, B', 
basi dei due fasci dati (F) e (F'): dimostreremo che la residua loro 
intersezione si sdnde ancora in due curve. 

Infatti, tutte le rette che hanno la proprietà di toccare in uno stesso 
punto due superfide appartenenti rispettivamente ai due fasd (F) e (F') 
(o, in altri termini, che sono tangenti in quel punto alla loro comune 
intersezione) formano un complesso : se è un punto qualunque dello 
spazio, il cono del complesso di vertice O si ottiene precettando da O 
la curva comune alle due superfide f ^ e ^q, relative ai due fasd (F) 
e (F') e corrispondenti al punto 0; e poiché tale curva è dell'ordine 

(an — i)(2ii' — i) 

e passa per 0, il complesso è del grado 

(an — 0(211' — 1) — 1. 



*) C£r. GucciA, loco duto. 
••) Cfr. Cuccia, loco duto. 
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Le rette del complesso che si appoggiano alla retta R danno origine, 
naturalmente, a una congruenza, d'ordine 

(2n — i)(2n' — i) — I ; 

quelle che si appoggiano contemporaneamente alle rette R e R' formano 
una rigata, per la quale ciascuna delle rette R e R' è una direttrice di 
moltiplicìtà 

(an — i)(2n' — i) — i, 

e che quindi è dell'ordine 

2(2« — i)(2n' — i) — 2. 

Se G è una generatrice di essa rigata, vi sarà, su G, uno e un sol 
punto Af, tale che le superficie dei due fasci (F) e (f '), che vi passano, 
toccano in M la retta G : ora il luogo di questi punti M sarà una curva 
gobba K, la quale, evidentemente, appartiene tanto alla superficie 2j^ quanto 
alla superficie ^j^, . 

Determiniamo l'ordine di K. Essa incontra in un solo punto ogni 
generatrice della rigata anzidetta ; inoltre si vede facilmente che incontra 
una qualunque delle due direttrici, p. es. Ä, in 2(n -}- «' — i) punti, 
che sono i punti in cui i? incontra la superficie 1^^, . 

Poiché un piano qualunque per R contiene (2n — i)(2n' — i) — i 
generatrici della rigata, s^ue che esso incontra la curva K in 

(2» — l)(2fl' — l) — I -f- 2(« + «' — l) = 2(2lin' — 1) 

punti. Dunque K è di ordine 2(2nn' — i). 

La residua intersezione, quindi, delle due superficie Ij^ e Ij^, , oltre 
le curve B, B' e K^ è una curva di ordine 

4(n-j.n'-iy— «'— «"-2(2« »'—0=3 (n*-j-n''-f 2)-f-4(fi n'— 2 n—2n% 

in ogni punto della quale le superficie dei due fasci, che vi passano, 
hanno manifestamente lo stesso piano tangente. 

2. Vediamo in quanti punti la curva si appoggia rispettivamente 
alle due curve B e B\ 

Poiché le due superficie Ij^ e Ij^, hanno in comune la curva B, di 
ordine ii* e di rango 2n*(n — 1), la loro residuale inf*«*«'«'^'^'* «er un 
noto teorema, incontra B in 

/i'[4(« + »' — — 2] - 2n'(n — r 
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punti *)• Tanti sono^ dunque, i punti in cui llnsione ddk curve V^ K 
e 8 incontrano B : di esse, B' non incontra B^ K l'incontra in un nu- 
mero di punti, che è adk determinare. La curva K sta suUa qgata, 
cosntuita dalle rette del complesso, pocamd accennato, che si ajqNSggiaDO 
contemporaneamente alle rene R ^ R'i ora» se & è un punto comune a 
K t B^ per h passa una generatrice della detta rigao^ che è toccata in 
h dalla superficie del fascio (F') che passa per ^, e da una super6de 
del fascio (F). Consideriamo la pardcolare congruena costituita daDe 
rette che si appoggiano alla curva B e sono^ in ciascun punto di B 
stessa, tangenti alla sqierficie dd fascio (F^ che vi passa, e a una su- 
perficie del fascio (F); takhë, essendo b un punto di B, tutte le rette 
di tale congruenza passanti per b^ sono quelle situate nd piano tangente 
in ^ alla superficie dd £ucio (F') passante per ft. Le rette deDa detta 
congruenza incontranti R formano una rigata : ora è evidente che il nu- 
mero delle generatrici di quest'ultima incontranti R\ óot l'ordine della 
rigata stessa, eguaglia il numero dd punti comuni a iT e B. La curva 
B è evidentemente una direttrice semplice per la qgata. Vediamo quale 
è la moldplidtà di R^ doe quante generatrid deDa rigata escono da un 
punto P di i? : basta calcolare il numero dd punti comuni alla curva B 
e alla curva interseaone dd luoghi 9, e t|^,, il qual numero è eviden- 
temente eguale a (an' — i) fi* . 

Giacché la curva B è direttrice semplice per la rigata, mentre R è 
direttrice multipla secondo {in* — i)it', sefpit che l'ordine della rigata, 
e quindi il numero dd punti comuni a jf e B, è 

{in' — i)«* + «' = a«'«'. 

S^ue pertanto che la curva O incontra B in 

2n*(n + 2«' — 2) — 211V = 2«'(« -f- n' — 2) 
punti. 

Similmente si trova che la curva O incontra B' in 

2«"(ll-f lf'-2) 

punti. 

3. Osserviamo che se le due rette RtR' s'incontrano in un punto 
Qy la curva K (n^i), parziale intersezione delle due superficie Sj^ e £j{f, 
si viene a scindere evidentemente nella curva A, d'ordine (an — iX^^' — i)» 



*) Vedi, p. es., Salmon, Gtomäry of thru d mênri cm s , ptg. afia 
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comune ai due luoghi 9q^^q>^ nella curva Û d'ordine 2 « -j- 2 «' — 3, 
che, sul piano delle due rette i? e Ä', è il luogo dei punti di contatto 
tra le curve dei due fasci s^ti dai fasci di superficie (F) e (F'). 

L'insieme di queste due curve costituisce appunto una curva com- 
posta d'ordine 

(2« — i)(2n' — i)4-(2n + in* — 3) = 2(2««'— i), 
la quale incontra la curva B, p. es., negli w* punti comuni a Û e B, e 
n^li n\2n' — i) punti comuni a A e B, cioè, in tutto, in 

n' + «'(2n'— 1)=: in'n' 
punti (n** 2). 

4. È ovvio che i 2 «*(n -}- w' — 2) punti in cui la curva incontra 
la curva B sono i punti in cui superficie del fascio (f ) toccano la curva 
B stessa; cosi pure i 2n^(n -(- w' — 2) punti comuni a e jB', sono 
i punti di contatto di superficie del fascio (F) con la curva B\ Segue 
quindi che in un fascio generale d'ordine n* vi sono 2n*(n -f- n' — 2) su- 
perficie che toccano la curva gobba iniersezjoru di due superficie generali 
d'ordine n. Risultato che è caso particolare [per i = n*n', p=in\n — 2)-f-i] 
del seguente teorema generale, che più innanzi avremo occasione di ap- 
plicare, cioè: una serie lineare g\ situata sopra un ente algebrico 00' di 
genere p, ha 2i -{•* iÇp — i) punti doppi. 

Notiamo ancora che se ^ è un punto comune alla curva O e alla 
curva By la superficie del fascio (F') passante per b non solo tocca in 
b la curva B, ma tocca anche 0. Infatti, come è noto dalla teoria dei 
fasci proiettivi, la superficie Ij^ , per es., tocca in un punto b della curva 
baSe del fascio (9p) quella superficie di quest'ultimo fascio che corrisponde^ 
nella proiettività, alla superficie del fascio (^p) passante per b. Ora la 
superficie del fascio (^p) passante per ^ è la superficie ^p», corrispon- 
dente al punto P* in cui il piano tangente t nel punto i, alla superficie 
di (F') che vi passa, incontra la retta R ; ma poiché b è comune a B 
e B, ci deve essere nel fascio (F) una superficie che tocca t, talché t 
deve contenere la tangente T alla curva B nel punto b ; d'altra parte 
il luogo fp., corrispondente a ^p«, ha per piano tangente in ft il piano 
formato dalle rette P*ft e T *), cioè t: ma allora t, essendo tangente 
in b alla superficie Ij^ , contiene la tangente in b alla curva 0, il che 



*) Cfr. Cuccia, loco citato, pag. io. 
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val qiunto dire che la superficie di (F'), passante per b^ tocca ivi la 
curva 0. 

Similmente si vede che in dascono dei 2if''(ii -^ n' — 2) punti 
comuni a O e jB', la curva O è toccata dalla superficie del fascio (F), 
che vi passa. 

5. La curva passa evidentemente per i 4(« — i)' punti doppi del 
fascio (F) e per i 4(n' — i)^ punti doppi del fascio (F'). Infatti, sia 
punto doppio per una superficie del fascio (F) e sia T una trasver- 
sale qualunque condotta per 0. Il luogo fp relativo al fascio (F) e cor- 
rispondente a un punto qualunque P della retta R, passa semplicemente 
per ; talché dei 2 n -f- ^ «' — 2 punti comuni alle due involuzioni proiet- 
tive /J^, e /i,f_, segate su T dai fasci proiettivi Qfp) e (<j/p), uno cade 
in 0, che è perciò punto semplice per la superficie 2jj. Cosi pure si 
prova che è punto semplice per la superficie Ij^, ; dunque la curva O 
passa semplicemente per 0. 

6. Dal sin qui esposto, si ricava il seguente teorema : 

Il luogo dei punii di contatto delle superficie d'un fascio (F) generale 
d'ordine n con le superficie d'un fascio (F^ generale d'ordine n\ è una 
curva gobba © d'ordine 

sin' + n" + 2) + 4(„«' _ 2„ _ 2«'), 

la quale incontra la curva base B del fascio (F) in 

2,/^(„4- w'- 2) 

punti, in cui tanto la curva B quanto la curva B sono toccate dalle super- 
ficie del fascio (F') che vi passano, e similmente incontra la curva base B' 
del fascio (F') in 

2«'^« + «' — 2) 

punti, nei quali tanto B quanto S sono touate dalle superficie del fascio 
(F) che vi passano. Inoltre la curva passa semplicemente per i 4(n — i)* 
punti doppi del fascio (F) e per i 4(m' — 1)' punti doppi del fascio (F'). 

7. Se Ry R' Q R'* sono tre rette qualunque (a due a due ^hembe), 
ci possiamo domandare quali sono i punti comuni alle tre superficie 2jj , 
2^, > e Ij^n y relative ai due fasci dati e corrispondenti alle rette medeame- 

L'intersezione completa delle due superficie 2^ e l^r , p. e&^ è costi- 
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tuita (n^ i) dalle curve B, B\ K e O; poiché la superficie Ij^n contiene le 
tre curve fi, B' eB,ì punti cercati sono quelli comuni a A* e lLj^„ , che 
non cadano, s'intende, sulle tre curve By jB' e 9. Di qui segue facilmente 
che se ür è uno di questi punti, la generatrice, passante per k^ della ri- 
gata, costituita dalle rette che toccano in uno stesso punto due superfìcie 
di (F) e di (f ') e si appoggiano alle due rette R q R' (n° i), incontra 
anche la retta R'\ e reciprocamente: talché il numero dei punti k e- 
guaglia l'ordme dell'anzidetta Rigata, cioè (n'' x) 

2(211 — i)(2n' — i) — 2 = 4(2«!!' — If — w'). 

In altri termini, i punti comuni alle tre superficie I>j^ , ìj^r e I^j^f, 
sono situati ciascuno su ciascuna delle /[(jinn' — n — «') rette del com- 
plesso, costituito dalle tangenti alle 00* curve comuni a due superficie 
di (F) e di (F'), che si appoggiano contemporaneamente alle tre rette 
Ry R' e A". 

8. La curva B incontra la superficie generica del fascio (F) in 

«bC«' + «" + 2) + 4(«n' - 2« — 2n')] - 2n^(« + «' — 2) 
= n[{n - ly + 3(«' - ly + 2(n - i)(n' - i)] 
punti, fuori di fi, che sono i punti di contatto di questa superficie con 
superficie del fascio (F'). Di qui il noto teorema : 

In un fascio di superficie d'ordine n* vi sono in generale 

«[(« - 0' + 3(«' - 0' + 2(« - 0(«' - 0] 

superficie, che toccano una superficie fissa d^ordine n. 

9. Nel caso n' = i, cioè se il fascio (F') si riduce a un fascio di 
piani di asse F, notiamo che il complesso, di cui si è discorso nel n° i, 
si riduce al complesso lineare formato da tutte le rette incontranti E ; la 
rigata delle rette del complesso incontranti R q R' non è che l'iperbo- 
loide determinato dalle tre rene F, /? e R'\ la curva /C, d'ordine 4 n -— 2, 
insieme con le rette R ed E, forma l'intersezione completa dell'anzidetto 
iperboloide con la superficie Sj^, etc. 

La curva O è allora il luogo dei punti di contatto dei piani per E 
tangenti alle superficie del fiiscio (F), cioè la curva gobba A^ relativa 
al fascio (F). Ponendo n' = i, dal teore ^ ^ -» ricava questa 

proposizione dovuta al prof. Guccu : 

Dato un fascio generale di super »a 
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gobba Aß , corrispondente a una retta E dello spazio, t di ordine 

»(3«-4)+ï, 
e incontra in 2(n — i) punti la retta E e in 2n*(n — i) punti la curva 
d'ordine n' base del fascio dato. 

10. Supponiamo in particolare che i due fasci di superficie dati ap- 
partengano a una stessa rete, cioè abbiano una superficie comune. 

Siano essi (f , F') e (F, F"). È facik dimostrare che allora la su- 
perficie 2j, y relativa ai due fasci e corrispondente alla retta R, si com- 
pone della superficie F comune ai due fasci, e d'una superficie 2'jj d'ordine 
3/1 — 2, essendo n Tordine d'ognuno dei fasci. Infatti i due luoghi Çp 
e ^p, relativi rispettivamente ai fasci (F, F') e (F, F") e corrispon- 
denti a un punto qualunque P della retta R, passano tutti e due per 
la curva di contatto del cono tangente alla superficie F di vertice P, la 
quale curva, al variare di P su iì, genera la superfide F. 

Se R' è un'altra retta che supporremo (per semplicità) incontri R 
nel punto Q, le due superficie 2'^ e 2'^» , ciascuna di ordine 3 « — 2, 
hanno in comune : 1° la curva situata nel piano delle due rette R e R' 
e che è il luogo dei punti di contatto tra curve dei due fasci, tracce sul 
detto piano dei due fasci di superficie dati, ossia la Jacobiana delle rete 
di curve determinata dalla rete di superficie [F, F', F"] ; 2° h curva 
residuale intersezione dei due luoghi 9^ e ^q , oltre la curva di con- 
tatto del cono tangente alla F di vertice Qy e che è quindi dell'ordine 

(2 w — i)* — w (« — i) = 3 «' — 3 « -(" ^ > 

3" b residuale curva 8 d'ordine 

(3„ _ 2y _ 3(„ _ ,) _ (3„' _ 3„ -(- ,) = é(« - ly, 

luogo, cioè, dei punti di contatto tra superficie dei fasci (F, F') e (F, F"), 
la quale non e altro se non la curva Jacobiana della rete [F, F', F"]. 

11. Determiniamo il genere della curva 0, nel caso generale. 
Date due superficie luogo algebriche, d'ordini (x e v (dotate di punti 

multipli ordinari e di curve multiple ordinarie), per le quali una curva 
C, è rispettivamente multipla secondo i^ e i^ , e un punto P^ secondo 
/j e /j , la loro residua intersezione, come è noto, è segata in gruppi 
della serie canonica dalle superficie (^aggiunte) d'ordine p- -(- v — 4, per 
le quali ogni curva C, è multipla secondo i, + i, — i e ogni punto P; 
è multiplo secondo /, + /, — 2. 
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Consideriamo le due superficie Sj^ e 2j^ , corrispondenti a due rem 
R t R' che s'incontrano in un punto Q : l'intersezione completa di esse 
si compone (n^ i e 3) deQe curve B^ B\ ü^ ùl e 6. 

Se denotiamo con tc il genere di O^ le intersezioni variabili d'una 
superfide d'ordine 

2{rt -f- n' - + 2(n + n' - I) - 4 = 4(n + n' -- i), 

la quale passi semplicemente per le curve B^ B\ Û e A, con la curva 
0, residua intersezione di S^^ e Sj^f» saranno, per il ricordato teorema, 
in numero di 2 w — 2 *). 

Ora abbiamo già visto che O incontra 5 in 2 w*(« -j- W — 2) punti 
e fi' in 2 n'* (n -[- w' — 2) punti ; inoltre 6 incontra la curva piana Û 
evidentemente in 3 (n* -f- «'* -|- 2) -|- 4 (n «' — 2 n — 2 n') punti : oc- 
corre ancora trovare il numero dei punti comuni a 6 ô A. 

Pdchè A^ intersezione completa delle due superfkie fg ^ ^Q ' ^^ 
ordini 2n — i e m' — i, affatto generali, è di rango 

(211 — i)(2n' — i)(2n + 2«' — 4) = 2 (2« — 0(2«' — x)(n-{- fi' — 2), 

segue, per un teorema già citato (n** 2), che l'intersezione residua di 
^R e ^K' > oltre la curva A, cioè l'insieme delle curve B^ B\ Û e 0, 
incontra À in 

(2n— 1)(2«' — 1)[4(«+«'— i)— 2] — 2(2«— iX^n'— iX^+«'— 
= 2(2n — i)(2n' — i)(«-{-n' — i) 

punti. Tenendo conto che B incontra A in (2«' — i)«*, B' in 
(2n — i)fi" punti e la curva piana Q nei (2» — i)(2'^' — ï) — i 
punti in cui il piano delle due rette R ^ R' è incontrato da A all'infuori 



*) Le superficie ^r e Sj^', in generale saranno prive di punti muhipli. 

Infatti, 2|t , p. es., è generata dai due fasci proiettivi (^ p ) e (<f p ), le cui supor- 
fide generiche sono affatto generali, come si può dimostrare facilmente fondandosi 
sull'analoga proprietà dei luogB piani <f>p , dimostrata dal prof. Cuccia {Ricerche sui 
sistemi lineari di curve algebriche piane, etc, Memoria II, n® 68). 

I risultati dei n^ 12, 13 e 14 provano inoltre che la curva non ha punti doppi, 
doè che le due superficie Ir e ^r» non si toccano in punti, situati fuori delle curve 
B, B>, n e A. 

Rmi, Ore. ÌUUm, Péìermo, u XVIl (1901). — Sumpato il 7 ottobre 190}. 
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del pimto Q, si conclude che la curva O incontra A in 

2(2n — i)(2n' — i)(« -f n' — i) — (in' — i)n* 

— (2fi — i)n" — [(2n - i)(2n' — i) — i] 

= (2n— 0(2«' — i)(2« + 2n'^3)-(2n'-.iV-(2n— i)fi'* + i 

punti. 

Si ricava pertanto che una superficie d'ordine 4 (n -f- n' — 2), pas- 
sante semplicemente per le curve B, B'y Û e A, incontra in 

4(„ ^ n' — 2)[3 (n* + n'^ + 2) + 4(1111' - 2« — 2«')] 
— 2n'(n + n' — 2) — 2n"(n + n' — 2) 

— [3(«' -f «" + 2) + 4(«»' — 2n — 2n')] 
— [(2n — i)(2n' — i)(2n + 2n' — 3) 

— (2n' — i)n* — (2n— i)n'* -[- i] = ^tp — 2 

punti; donde si deduce 

7c = (n + n'— 2)[5(n^ + n'' + nn')— 4(4n + 4n' — 3)] + 2n«' — I. 

Epperò : 

La curva gobba B, luogo dei punti di contatto tra superficie di due 
fasci generali d'ordini n e n', è del genere 

(« + «' -2)[5(«' + «" + ««') -4(4» + 4«'- 3)] + 2««'-i. 

12. Una importante conferma del precedente risultato si ha per 
n' = I, cioè quando la curva si riduce (n° 8) alla curva gobba A^ 
relativa al fascio (f ) e corrispondente a una retta qualunque E dello 
spazio. Si ha dal n° io, per «' = i : 

La curva gobba A^ , relativa al fascio (F) generale d'ordine n e 
corrispoìidcnte a una retta E, è di genere 

(n— i)(5n' — IIlf+3)+I• 
Ora questo risultato si verifica facilmente, giacché la curva gobba 
Af^y se P e ß sono due punti qualunque della retta £, è Tintersezione 
residua dei due luoghi Çp e Çg , oltre la curva B, base del fascio (f ). 
Detto 7Ç il genere di A^ e tenuto conto che le due curve B e A^ s'in- 
contrano in 2 ff* (fi — 1) punti (n*" 8), avremo dunque 

[m(3m — 4)+ i](4w — 6)— 2M*(n — i) = 2x — 2, 

donde appunu) 

1Ç = (ff - i)(j n* _ II fi + 3) + I. 
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12. Nel caso del n^ 9, si trova 

^ = 2(n—iYQjn— 13) +1, 
cioè: 

La Jacobiana d*una rete generale di superficie d'ordine n è di genere 

2(«- 0X7^- 13)+ I- 

13. Conoscendo Tordine e il genere di 0, possiamo, sempre am- 
mettendo come evidente che essa non abbia punti doppi, determinarne 
le altre caratteristiche. Ci limiteremo a calcolarne il rango, perchè esso ci 
dà un'altra importante conferma del fatto che la curva è priva di 
punti doppi. 

Essendo v, tt e p ordinatamente Tordine, il genere e il rango della 
curva 0, abbiamo dalle note relazioni di Caylby : 

p = 2(v— i) + 2w, 

dalla quale, sostituendovi i valori noti di v e di ir, si trae: 

p = 6(n' + n'* + 2nn') — 8(211 + 2n' — 1) 

+ 2(n + n' - 2)[5(n* + n- + nn') - 4(4^ + 4«'- 3)]. 

Qò posto, siamo ora in grado di calcolare il numero dei punti co- 
muni a tre superficie Ij^ , Ij^, e IL^^,, , relative ai fasci dati e corrispon- 
denti alle tre rette £, R' qR" (a due a due sghembe), airinfuori delle 
curve jB, fi' e a esse comuni. 

Essendo noti gli ordini e i ranghi di fi, fi' e 0, e conoscendo che 
ha comuni con B q B' risp. 2 n* (fi -{- n' — 2) e 2 n" (« + n' — 2) 
punti, questo numero è *) 

8(n + n' - ly - {n'[6(n'\-n' - i) — 2] - 2n'(n - i)\ 

— K'[6(« + n' — i) - 2] - 2n''(n' - i)\ 

— [[3(»' + «" + a) + 4(^«'— 2w — 2n')][6(n + n' — 1) — 2] 

— {6(n' + n'' + 2nn') — SÇ2n^2n' — i) 

+ 2(n + n'-2)[5(,i'-i-n- + nn')-4(4n + 4«'-3)]0 
— 4n'(n -f- n' — 2) — 4 n' *(« + n' — 2) = 4(2 nn' — n — n'), 

come appunto abbiamo trovato, per altra via, nel n° 7. 



*) Vedi, p. es., NoETHER, Sulle curve multiple di superficie algebriche [Annali 
di Matematica, tomo V (serie II), 1871, pag. 163-177, n" 4]. 
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14* La superfìcie generica del hsào (F) incontra h aura 8 m 

iV=«[(«-i)'+j(«'-0'+»('»-0(«'-0] 

punti variabili (n** 8), che sono i punti in cui superficie del fascio (P) 
toccano la stessa superfide; dunque il fascio (F) sega su 6 una serie 
lineare g\f • 

Similmente il fascio (P) sega su O una serie lineare gif,, dove 

Ar = n'[(«'— iy+3(«-iy + 2(n— !)(«' — i)]. 

Cerchiamo i punti doppi d'una di queste serie *)» P* ^^ ^ Sn > ^^ 
per un teorema citato (a^ 4), sono in numero di 2N'{-2(ic — i). 
AnzimttOy tra i punti doppi della serie gif dobbiamo con^preodere i 

punti comuni z S t B\ perchè (n^ 4) la superficie di ÇF) passante per 
uno qualunque di questi punti tocca ivi la curva O. Dobbiamo inoltre 
comprendervi i 4(11 — i)' punti doppi del fascio (F), per i quali la 
curva © passa semplicemente (n® 5). Infatti, se è punto doppio per 
una superfide del fascio (F), essa superficie è bcontrata da B, fuori di 
0, in N — 2 punti, dunque in O coinddono due d^Ii N punti d'in- 
contro d'una superficie di (F) con la curva 6. 

Infine, se M è un punto doppio di ^^ ^ senza che sia doppio per 
la superfide di (F) che vi passa, né stia su B\ doè se uno degli N — i 
punti comuni a e alla superfide di (F) passante per M diventa infini- 
tamente vicino a Af, si conclude subico che quest'ultima superficie e 
quella di (F') passante per M hanno ivi due punti di contatto infinita- 
mente vicini, cioè un contatto stazionario, e redprocameate. 

Chiamando t il numero dei punti che sono punti di contatto sta- 
zionario tra due superficie dei due fasci, abbiamo dunque : 

+ 2(n + «'-2)[5(n' + n- + «n')-4C4« + 4«'-3)] 
+ 4(«n'-i) = 2«"(« + n'-2) + 4(n-i)' + T; 

donde si deduce: 

^ = 2(n + fi'-2)[j(n^ + n- + nn')-4(4^ + 4«'-3)] 
+ 4«n'(w-}-n' — 3) — 2n*(w — 2) — 2n'*(n' — 2). 



*) Per questo procedimento» c£f. Sbqki, L c, p* 497^9% 
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Pertmto: 

In dut fasci generali di superficie, di ordini n e n\ vi sano 

2(n + n'-2)[5(n' + n- + nnO-4(4« + 4n'-3)] 
-{-4nn'(ii + n' — 3) — 2n'(n — 2) — 2n'*(n'— 2) 

coppie di superficie, che hanno un conUUto staT^ionario. 

Per n^ = I, doè quando il fascio (F') è un fascio di piani, si ricava 
il numero dei piani tangend stazionari a superficie del fascio (F), pas- 
santi per una retta qualunque dello spazio, cioè la classe delfinviluppo 
dd piani tangenti stazionari alle superficie di (jF). 

Dalla precedente formola risulta: 

Uinviluppo dei piani tangenti stazionari alle superficie d'un fascio ge- 
nerale d'ordine n è di classe 

I 8n(n — i)(n — 2) *). 

15* Se calcoliamo il numero delle coppie di punti comuni alle due 
serie lineare g]^ e g]^, situate sulla curva di genere tt, questo numero 
d rappresenterà evidentemente il numero delle coppie di superfide dd 
due fasd, che si toccano in due punti (a distanza finita o infinitesima). 

Per una formola nota, questo numero è 

(N-i)(Ar— i) — 7c ♦♦). 

Chiamando d il numero delle coppie di superficie dd due fasci che 
si toccano in due punti a distanza finita, avremo 

d + T = (N— i)(N' — i)-ic. 

Ponendo in questa formola i valori già calcolati di t e di ic, risulta : 



*) A questo risultato (per quanto io sappia, non noto) pervengo in un'altra 
Nota, che prossimamente pubblicherò. 

**) Per il numero dei gruppi di r -f- 1 punti comuni a una ^« e a una gl^ , vedi 
Sbgre : Introduzioni alla Geonutria sopra un ente algebrico sempliumentê infinito 
(Annali di Matematica, XXII^ , 1894), pag. 102, n^ 53. 

Più in generale, per il numero dd gruppi di r -f- ^' punti comuni a una g^ e 
t una gli, vedi Castelnuovo : Un'applicazione àula Geomaria enumerativa alle curve 
algèbriche (Rend. Gre Mat di Palenno, t III, 1889). 



)I0 COKRADmO MIMBa 



In due fasd gauraU di supirfiàê^ di arem n $ n\ vi sano 

\n[(n-iy + 3(n^^iy + 2(n-iXn^-i)]-i\x 

^\nW-iy+3Ìn-iy+2(n-i)(n^-iy\-i\ 

-3(n + n'-2)[5(n^ + n'^ + nfO-4Ì4n + 4n'-3)] 
— 2nn'(2n + 2n' — s) + 2if(n-2) + 2ie\n' — 2)-\'i 

coppie di superfide, che hanno nn d^^pio conumo. 

Per n' = i, segue : 

La dasse della superfide-ìnvauppo dà piam Kiangenü alle superficie 
et un fascio generale d'ordim n è tonale a 

ii(ii-i)(ii-2)(3ii*-3ii+ii> 
Palermo^ 19 aprile 1903. 

CORRADIKO MlMBO. 



SULLA GENERAZIONE DELLE INVOLUZIONI PIANE 
DI CLASSE ZERO ED UNO. 

Nota di Giovanni Ferretti, in Roma. 



Adttiuinu del 14 giugno 1903. 



Quando ü Caporau *) attirò l'attenzione dei Geometri su un ca- 
rattere proiettivo, che si rivelava molto opportuno per distinguere le in- 
voluzioni piane fino aUora studiate — le involuzioni che definiscono nei 
piano una corrispondenza birazionale involutorìa — , quando cioè intro- 
dusse la classe v di una involuzione — numero delle coppie di punti co- 
niugati che giacciono sopra una retta arbitraria — , si presentò il pro- 
blema di ass^[nare le costruzioni delle involuzioni piane appartenenti ad 
una data classe, problema che venne risoluto, in modo completo, per 
V = o, I, 2, dal sig. Bertini **), e, seguendo la via da lui tracciata, 
per V = 3, 4 dal sig. Martinetti ***), e per v = 5 dal sig. Berzo- 
LARI +). 

Esteso il termine introdotto dal Caporau alle involuzioni per le 
quali il numero n dei punti che entrano a comporre un gruppo, è su- 



L 



*) Sulle trasformaiUmi univoche piane involutorie (Accad. delle Scienze fisiche e 
matematiche di Napoli, 1^79)» n^ 3- 

**) Sopra alcune involuzioni piane (Rendiconti dd R. Istituto Lombardo, 1883). 

^*) Le involuzioni ài 3* e 4^ classe (Annali di Matematica, sene II, voi. 12). — 
Sopra alcune irmfùrmazioni itwoluiürU ml piano (Ann^ di Ma tema dea, scrit; III 
voi 13), 

-1-) Ricerche sulle trasformatimi piane univoche iwv&luiorie e loto appUmiìone alla 
delermiruìiùme delie involuzioni di $* classe (ÂtmiH ^ jMifCP iitkat jerìc U, voi té^ 



J^^ 
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perìore a 2, vale a dire alle involuzioni di ordine n ^) superiori a 2 
— involuzioni sulle quali quasi nulla era stato £itto prima delle interes- 
santi ricerche del sig. Chizzoni ^ — la questione della generazione delle 
involuâoni appartenenti ad una data classe, si presentava in tutta la sua 
generalità. Hno ad oggi però, almeno che io sappia, nessuno (per n ^ 2) 
ha intrapreso a studiarla ; né la via seguita per n = 2, si può s^mre 
per le involuzioni generali, essendo gli Autori citati ricorsi alle note pro- 
prietà delle corrispondenze birazionali, le quali non intervengono nelle 
involuzioni generali. 

Un metodo invece rapido ed elegante, valido sempre, vien sugge- 
rito nelle ultime linee deUa introduzione all'importante lavoro ***), in cui 
il sig. Castelnuovo si propone e risolve in senso affermativo la que- 
stione della possibilità di rappresentare (elemento per elemento) i gruppi 
di una involuzione piana di ordine n sui punti del piano. 

L'Autore infatti osserva : a . . . la via che io seguo, conduu subito 
a proprietà proiettive delle involuzioni di dato ordine e di data classe; si 
trova ad es. un limite superiore all'ordine di una invólu:^iont di data classe 
O o), e si costruiscono le involuzioni delle prime classi. 

Il metodo in sostanza consiste in ciò : Si costruisce una particolare 
superficie F, normale per un certo spazio a r dimensioni 5^(r> 2), ri- 
feribile biunivocamente ai gruppi della involuzione / che si studia. [Tra 
le altre la superficie F gode della proprietà, di avere il genere della sua 
sezione iperpianalc (con un S^_^ generico) uguale alla classe v di /]. Si 
fissa la propria attenzione sui sistemi lineari contenuti in F i quali hanno 
per imagini sul piano di / sistemi lineari dello stesso f) ordine, appane- 
nenti f f) alla involuzione. Si cerca mediante quali di questi ultimi sistemi 
si ottenga la più semplice generazione di /. 

Il presente lavoro è diviso in tre paragrafi : 

Nel primo sono dati tre teoremi, il secondo dei quali, in modo 



*) Per noi ordine è il numero dei punti che entrano t componre un gruppo ddla 
involuzione, mentre per gli Autori citati, ardine di una involunone è l'ordine della 
trasformazione Cremoniana, che la involuzione stessa definisce nd piano. 

**) So^a U involuiioni nel piano (Accademia dei Lincei, sedata dd 3 gingno 1885). 

••*) Sulla razionalità delle involuzioni piane (Math. Ann. 44, 1893). 

f) Vedi Teorema II; il modo di dedurio mi è stato indicato dal sig. Castel- 
nuovo, come pure gli enunciati dd teoremi I e IV. 

t+) Vedi definizioni (n° i). 
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particolare, si rivela utilissimo, non solo quando si vogliano assegnare le 
costruzioni delle involuzioni di classe v = o, i, nu anche quando si wo* 
lesse eflfettuare l'analoga ricerca per valori di v^a. Ed infatti il Teo- 
rema n permette di trarre dalla teoria delle superfìcie, importanti teoremi 
circa i sistemi appartenenti ad una involuzione di classe v qualunque. 

Nel secondo paragrafo assegno le costruzioni delle involuzioni di 
classe zero, e mi occupo m modo speciale delle involuzioni di JoN- 
auiËRES *). Dati per una involuzione di JoNauiÈRES /, Tordme delle R' 
(trasformate delle rette) e Tordine della (o di una) curva minima appar- 
tenente, giungo, applicando noti teoremi sulle rigate razionali, dovuti 
al sig. Segre, ad assegnare di / la generazione di ordine minimo. 

Nel terzo paragrafo dò tutti gli elementi necessari per costruire 
senza difficoltà essenziali, tutte le involuzioni di i^ classe, ma non e- 
spongo i tipi di costruzioni, per non rendere eccessivamente lungo que- 
sto lavoro. 

Nella redazione per la stampa di esso, mi sono sempre limitato ad 
accennare a quelle ricerche che, pur costituendo un buonissimo esercizio 
geometrico, ne avrebbero, per la loro minuzia, resa faticosa la lettura. 

Chiudo questa prefazione manifestando i sensi della più viva rico- 
noscenza verso il prof. Castelnuovo, che mi è stato largo di preziosi 
consigli. 

Si- 

Sulla corrispondenza tra una spedale superficie F n-pla ed il 
piano ptmteggiato considerato come sostegno di ima invo- 
luzione / d'ordine n. 

I. Per involu:(ione piana d'ardine n (^2) si intende una va- 
rietà algebrica doppiamente infinita di gruppi di n punti (mutuamente 
coniugati) sopra un piano, varietà tale che un punto generico del piano 
appartenga ad uno, e ad uno solo di quei gruppi. 

Con ciò non si esclude l'esistenza di punti particolari (fondamenlaU) 
in numero finito, ciascuno dei quali appartiene ad 00' gruppi della invo- 
luzione. Gli 00' gruppi di n — i punti coniugati di un punto fonda- 
mentale, riempiono una curva algebrica ^^«^ ^V 



Vedi defioLdooi (a"" 7). 

Mmi, Ckt. UsUm. PêUfwê; t, XVS 
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L'ordine della curva fondamentale corrispondente ad un punto fon- 
damentale (cioè il numero dei punti coniugati a questo che stanno sopra 
una retta generica) può dirsi ordine del punto fondamentale. 

Mentre un punto si muove lungo una curva C qualsiasi nel piano 
di una involuzione / di ordine n^ gli n — i punti coniugati descrìvono 
una curva C, che dicesi coniugata o trasformata di C nella trasforraa- 
ìdone (» — I, n — i) che la / definisce. 

Un luogo algebrico di oo' gruppi della involuzione / sarà detto 
curva appartenente alla involu:iione. 

Un sistema di cui ogni curva appartiene alla involuzione / sarà 
detto sistema appartenente alla involu^^ione. 

Classe della involuzione 7 è il numero v delle coppie di punti co- 
niugati, che giacciono sopra una retta generica. 

Curva unita è il luogo di un punto, che trovasi infinitamente vicino 
ad uno dei suoi coniugati *). 

2. Tra le curve appartenenti alla involuzione / presentano speciale 
interesse le oo* curve iì-f-'R' (composte di una retta R e della curva 
trasformata R'). I soli punti del piano comuni a tutte le R' sono i punti 
fondamentali ; in ogni punto fondamentale le R' hanno una moltepli- 
cità uguale all'ordine di quel punto. L'ordine delle R' si esprime in modo 
semplice in funzione dei due seguenti numeri (caraiteri projetiivi della 
involuzione) 

V classe, 

^ k ordine della curva unita. 

Esso è dato da 2 v -}- ^ **). 

3. Il sig. C\sTEL\uovo nella Nota, ripetutamente citata, che ha for- 
nito l'idea fondamentale, su cui si basa il metodo tenuto nella presente 
ricerca, dà il modo di costruire una speciale superficie F nor male per 
un certo spazio S^ (cioè non ottenibile come proiezione da una super- 
ficie dello stesso ordine di 5^^^), riferibile bi univocamente alla involu:;ione I. 
Il procedimento che egli segue è in sostanza il seguente: 

Considera nel piano della involuzione / il sistema lineare, che ha 



*) Dal lavoro già citato del sig. Castelnuovo : Raiiotiaìità delle invoìuiicni piane. 
•*) Cfr. Castelnuovo, Razionalità delle invcluiioni piane (pag. 131, 142). 
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Tordine (della curva generica) uguale airordine delle Ä + -R' (curve ap- 
partenenti, composte di una retta e della curva trasformata), ed ha la 
mìnima dimensione tra quelli che contengono tutte le curve R-^ R' 
(dimensione certo superiore a 2 perchè per due punti del piano passa 
più di una if -f- Ä'). Costruisce una superficie le cui sezioni iperpiane 
corrispondono tutte [in una corrispondenza (i, «)] alle curve del nomi- 
nato sistema (che dimostra essere irriducibile ed appartenente tutto alla in- 
voluT^iom 7), e la assume come superficie F (i cui punti corrispondono 
biunivocamente ai gruppi della involuzione /), se risulta normale per lo 
spazio in cui è immersa. In caso contrario, assume come superficie F, 
la superficie normalcy dello stesso ordine, di cui quella si può con- 
siderare come proiezione. 

La "Superficie F normale per un certo S^ (r > 2), non scindibile in 
superficie d'ordine inferiore, si riconosce *) godere inoltre delle seguenti 
proprietà : 

a) il suo ordine A è espresso da 

2 V ' j ■ k •{ • 1 
(ordine di R + R'); 

b) la sua se:^iofie iperpiana T (con un S^_, generico) ha il genere v 
(classe della involu:^ione /); 

cj le 00* sue se:^oni iperpiane V^ che hanno per imagini sul piano della 
involuzione le curve R'\- R\ non posseggono punti fissi comuni. 

4. Prima ancora di dare un importante teorema sulla corrispondenza 
tra la superficie F e la involuzione piana imagine /, ne dimostrerò uno 
atto a porre in evidenza Tutilità che si può trarre dall'impiego della su- 
perficie F nello studio della involuzione /. 

Teorema I. — In una involuzione di classe v > i fe curve R' (trasfor- 
mate delle rette) sono al massimo d'ordine 4v-}-3«/>erv=ia/ mas- 
simo d'ordine 8. 

Ed infatti alla superficie F dello spazio S^ , la cui sezione iperpiana 
(con un S^_, generico) è di genere v, non può competere un ordine A 
superiore a 4V -{-4 se v> i, né un ordine A superiore a 9 se v= i **). 



*) Cfr. Castelnuovo, Sulla razionalità, etc. (pag. 142, 143, 144). 
**) Cfr. Castelnuovo, Massima dimensione dei sistemi lineari di curve piane di 
dato genere (Annali di Matematica, serie II, tomo XVIII). 
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Ora [n** 3, a)] A è anche Tordine di lì -|- R\ è adunque vero dò che 
volevasi dimostrare. 

Corollario. — In una imfoluxione di classi v> i, ia curva umta 
t al massimo di ordine 2v^5 e per v = i al massimo d'ordine 6. 

5. Ad un sistema lineare [£,] di curve appartenenti alla superficie 
F corrisponde nel piano un sistema lineare [E] appartenente aUa invo- 
luzione /. 

Se 5 e X sono rispettivamente la dimensione ed il grado di [E^\ 
j e >ff saranno rispettivamente la dimensione ed il grado di [E], Vale 
inoltre il seguente teorema, fondamentale per nei, a cui ho già accen- 
nato nel numero precedente: 

Teorema II. — Una curva £, d'ordine m, appartenente alla involu* 
[ione /, ha per corrispondente sulla superficie F una curxM £, dello stesso 
ordine m\ e viceversa. 

La curva E ed una curva spezzata R-^R* (composta di una retta 
R e della sua trasformata R'\ curve entrambi appartenenti, si segano in 
un numero di gruppi della involuzione /, uguale all'ordine m di f, poi- 
ché, come si è altrove osservato, un gruppo della involuzione / che stia 
su Ä -{- R\ ha uno dei suoi punti sulla retta i?, e viceversa. 

Tenendo presente la proprietà e) (n° 3), goduta dalle 00' sezioni 
iperpiane F^ di F, che hanno per immagini sul piano della involuzione 
/ le curve spezzate R + R\ si conclude subito che Tordine della curva 
E^ , che corrisponde su F alla curva F, è uguale ad m, ordine di E ; 
e poiché il ragionamento e in modo ovvio invertibile, possiamo ritenere 
il teorema II completamente dimostrato. 

Osservazione. — La curva F, imagine sul piano della involuâone 
/, di una curva E^ irriducibile, giacente su F, potrà essere semplice o 
composta, ed avere tra le sue componenti anche dei punii. 

La curva imagine F ha tra le sue componenti anche dei punAy 
quando (e solo quando) la curva F, , è uno di quei luoghi esistenti in 
numero finito su F, che hanno per imagine sul piano un punto fon- 
damentale preso insieme con la curva fondamentak corrispondente. Si 
ricordi che la curva fondamentale corrispondente ad un puofo fonda- 
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mentale, può essere composta ed avere tra le sue componenti anche dei 
punti (quando ogni gruppo contenente il punto fondamentale abbia qualche 
altro dei suoi punti in una posizione fissa). 

Se £ è composta ed ha tra le sue componenti anche dei punti, di- 
remo stmiappartcntnit alla involuzione /, la curva (semplice o composta) 
che si ottiene dalla E trascurando le componenti d'ordine zero. 

6. Teorema IH. — L'ordine n della involu:(iotu I t minore o tutt'aU 
più uguale all'ordine A della superficie F. 

Consideriamo la curva C, imagine sul piano della involuzione /, 
della sezione iperpiana r di F, ottenuta con un 5^_, generico. Senza ri- 
correre al modo con cui è costruita la F, in virtù del solo teorema H, 
si può afiFermare che la curva C ha l'ordine di r, ossia l'ordine A. Al 
sistema lineare appartenente [C], hnagine sul piano della involuzione / 
del sistema lineare [T\ costituito da tutte le sezioni iperpiane di F, com- 
peteri quindi un grado D ^ A\ Ma (n^ 5) Z> = A n, A essendo il grado 
del sistema [r]; si avrà perciò 

ossia 

« ^ A C v. D. 

Pdchè [n° 3, a)] A è anche l'ordine delle if -f- Ä' (curve composte 
di una retta R e della sua trasformata R'X in virtù del Teorema I, dal 
teorema IH si trae: 

Corollario. — In una involu:^ione di classe v > i, Vor dine n nom 
supera 4V -j- 4 ^ /)er v = i non supera 9. 

s 2. 

Le involuzioiii di classe zero. — Suirordine della (o di una) 
curva minima appartenente ad una involuzione di Jon- 
quières. — Generazione di ordine minima 

7. Per involu:(iom di Jonqjoieres di ordine », intendiamo una invo- 
luzione di ordine n, i cui grupf» sono allineati sulle rette di un fa- 
scio [L]. 

Curva mimmA appi "'urva di ordine mi- 

nimo^ che sflglii mm * 9^«ippo della 

inyobi&oiie» 
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Teorema IV. — Utia involu:(ione di classe rs^o e di ordine n >• 4 i 
sempre di JoNauiÈRES. Se l'ordine n^4, olire alle involu:(ioni di Jon- 
auiÈRES, nella classe :^ero vi sono le involuzioni generabili mediante una 
rete *) di coniche con uno nessun punto base. Per le involu:(ioni di classe 
:^ero generabili mediante una rete di coniche con un punto base, le rette 
congiungenti le coppie di punti coniugati formano un inviluppo di 2* classe, 
mentre per le involu:^ioni di classe :^ero generabili mediante una rete di co- 
niche senxfl punti base, l'analogo inviluppo è di 3* classe. 

Se V = 0, [n° 3, b)] F è una superficie a sezioni iperpiane razio- 
nali di ordine A, normale per uno spazio a A -|- i dimensioni. 

Le superficie di ordine A, appartenenti ad un S^^, (e non ad uno 
spazio lineare inferiore), sono rigate, eccetto (se A = 4) la cosi detta 
superficie di 4° ordine di Veronese (Del Pezzo). 

Se F è una rigata, la involuzione imagine / è una involuzione di 
JoNauiÈRES, poiché /, in virtù del teorema II, conterrà infinite rette ap- 
partenenti, uscenti da un punto fisso, non passandone che una per un 
punto generico del piano della involuzione. 

Se poi F è una superficie di 4° ordine di Veronese, A = 4, e quindi 
(teorema HI) fi ^ 4 ; la involuzione imagine / conterrà (n° 5) una rete 
di coniche appartenenti, la rete imagine del sistema doppiamente infinito 
di coniche che F contiene. Questa rete di coniche appartenenti, potrà 
servire come rete generatrice della involuzione, due coniche di una FJ 
non incontrandosi che in un punto. E poiché le coniche della rete ge- 
neratrice non possono avere due punti fissi comuni **), si presentano i 
soli casi 

« = 3 , « = 4 , 

nei quali, in virtù di un teorema stabilito dal sig. Chizzoni ***), gÜ invi- 



•) Dicesi rete generatrice di una involuzione / una rete di curve che serva a co- 
struirne i gruppi ad uno ad uno. Ogni rete generatrice della involuzione / è dotata della 
proprietà che i punti base (variabili) di un fasdo qualunque in essa contenuto, sono 
punti di un gruppo della involuzione /. 

••) Ed infatti, se le coniche della rete generatrice avessero due punti fìssi comuni, 
00* fra esse si spezzerebbero nella congìungente i due punti fìssi e in una retta ap* 
partenente variabile in un fasdo, ed F, in virtù del teorema II, conterrebbe 00* xette^ 
mentre Tordine minimo delle curve che una V^ contiene è 2. 

***) Il sig. Chizzoni nella già dtata Memoria Sopra le involuzioni mi pkum e pr^* 
osamente nei n° 61, ha considerato certi luoghi la cui importanza, nel dio «ssj^ 
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luppi delle rette congiungenti le coppie di punti coniugati, sono rispetti- 
vamentc di 2* e di 3* classe. 

D teorema V rimane con ciò completamente dimostrato. 

8. Dal n° 3 a), tenendo presente la dimostrazione del teorema pre- 
cedente ora esposta, facilmente si trae: 

Teorema V. — Per le involu^^ioni di classe :^ero che non sono di Jon- 
dUiÈRES, le curve R' (trasformate delle rette) e la curva unita, sono sem- 
pre cubiche. 

9. Applicando note formule del sig. Chizzoni sulle involuzioni ge- 
nerate mediante due fasci *), si giunge immediatamente al seguente : 

Teorema VI. — In una involuT^iom di JoNauiÈRES, d'ordine n, as- 
segnata nel piano mediante un fascio [L] di rette di centro 0^ y ed un fa- 
scio [G] di curve irriducibili d'ordine w -f- ^ (^ ^ 0), dotato in 0^ di 



era stata posta in luce dal Caporali e più tardi nuovamente rilevata dal sig. Bertini. 
Considerò il sig. Chizzoni il luogo dei punti (fuori della curva unita) comuni alle rette 
R di un fascio avente il centro in un punto generico P del piano della involuzione, e 
alle loro curve coniugate K', ed osservò, come nel caso v = o tale luogo si decom- 
ponesse nelle n — i congiungenti il punto P con i punti ad esso coniugati, di guisa 
che, mentre una retta arbitraria nel piano della involuzione non conteneva coppie di 
punti coniugati, esistevano infinite rette che ne contenevano in numero infinito, e que- 
ste rette formavano un inviluppo di classe n — i. 

•) Dati due fasci [«pj e [<{/], l'uno di curve ^ dell'ordine », l'altro di curve ^ 
dell'ordine n' , generatori di una involuzione /; indicato con Ry, uno qualunque dei 
loro punti base, con rj , r^ le sue molteplicità per le ^ e le ^f rispettivamente ; am- 
messo che esista un sistema di luoghi (fondamentali) ciascuno dei quali dotato della 
proprietà di non avere punti variabili comuni con le curve dei fasd generatori; indi- 
cato con ^j l'ordine di uno qualunque di questi luoghi e con p,-|, la sua molteplicità 
nel punto Ri, ; il sig. Chizzoni trova che la curva ^', coniugata di una retta arbi- 
traria /, è dell'ordine 

2 If If ' — \» :(* — I , 

e passa con 

ffri + n'ffc — ^^.p.fc 

nuni per il foodameotale iU lJW»J '^ la classe v delia mvoluzione / è e- 



SaO GIOVANNI FERRETTI. 



un punto base h-plo *), It curvi R' hanno Vordìm 

t passano per 0^ con molteplicità 

n + 2h-f, 

indicato con f il numero {certamente finito) delle rette del fascio [Z], 5» 
ciascuna delle quali si trovano uno o più punti base del fascio [G], le cui 
molteplicità (la molteplicità h di O^ esclusa) hanno una somma uguale ad n. 

10. Teorema VII. — Ad una involuzione di Jonquières /, per la 

quale le R' (trasformate delU rette) sono di ordine A — i, appartiene al- 

. . ., . j. A — I A 

meno una curva minima^ il cui ordine m non supera ovvero — 

secondochè A è dispari o pari. 

Si dimostra facilmente osservando che / (n® 3) è Timagine sul 
piano della involuzione di una rigata razionale F d'ordine A, normale 
per un certo S^^^ e non scindibile in rigate d'ordine inferiore, ed ap- 
plicando, contemporaneamente al teorema II, il seguente teorema dovuto 
al sig. Segre **) : 

Ogni Ff rigata dello spa^^io lineare a A -f- 1 dimensioni contiene al- 

A — I A 

meno una curva normale^ il cui ordine non supera ovvero — se- 
condochè A è dispari pari, 

1 1 . Teorema VIII. — La getieraT^ione di ordine minimo di una in- 
voìuxione di JoNQUièRES, per la quale h R* (trasformate delk rette) sono 
di ordine A — i, e la (od una) curva minima appartenente è di ordine w, 
si ottietie mediante un fascio di rette [L] ed 00' curve appartenenti di or- 
dine A — m. 

Si dimostra subito applicando, contemporaneamente al teorema II, 
i due seguenti teoremi del sig. Segre ***) : 

Se una F^ contiene una direttrice il cui ordine m sia ^ se 



•) Ogni involuzione di Jonquiéres è assegnabile nel piano mediante un fascio 
[L] di rette di centro Oq , ed un fascio [G] di curve irriducibili d'ordine n-\-h (Ä^o), 
dotato in Oq di un punto base /;-plo. 

**) Sulle rigate rai^ionali in uno spazio qualunque (Atti della R. Accadcania delle 
Scienze di Torino, voi. XIX, adunanza io febbraio 1884, pag. 6). 

••*) Sulle rigate ragionali, etc, pag. 6, 8. 
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A è impari, ovvero < — se \ è pari, essa non contiene altra direttrice 
semplice il cui ordine sia inferiore a A — m^ e quindi in particùlan nes- 
5un*altra direttrice il cui ordine sia pure ^ , ovvero <— . 

Ogni Ff rigata dello spa:^io lineare a ^ -{- i dimensioni^ dotata di 
almeno una direttrice minitna di ordine m, contiene oo^""**""*"* direttrici di 
ordine à — m. 

[Si badi che ad una direttrice su F corrisponde nel piano della in- 
voluzione, una curva segante ciascuna retta del fascio generatore [L] 
secondo un solo gruppo della involuzione; e che in virtù del teore- 
ma vn 

A — 2m + I X i]. 

Non insisterò maggiormente sulle involuzioni di classe zero, per le 
quali tanto direttamente, quanto servendosi dei lavori citati dei sigg. 
Chizzoni e Sborb, si possono stabilire molti altri risultai di natura ari^ 
metica e geometrica. Già nella prima parte di questo paragrafo avevo 
completamente esaurita la questione, che forma l'oggetto principale di 
queste ricerche. 

S3. 
Le involtizioiü di i^ classe. 

12. Se la classe v = i, [n° 3, b)] F è una superficie normale a 
sezioni iperpiane ellittiche. Le superficie normali a sezioni iperpiane ellit- 
tiche sono •) : 

a) FI ài S^ non rigate, rappresentabili su di un piano t? mediante 
un sistenu lineare di cubiche senza punti fissi comuni, contenenti perciò 
00 ' cubiche gobbe (le cubiche corrispondenti alle 00^ rette del piano tt), 
ma non contenenti uè coniche, né rette; 

b) Fj di Sg di 2* specie, rappresentabili su di un piano % mediante 
un sistema lineare di quardche con due punti base doppi a distanza fi- 
nita o infinitesima, contenenti perciò due sistemi 00' di coniche distinti 
o mfinitamente vicini (i sistemi costituiti dalle coniche corrispondenti alle 



^ CUT. Del Pezzo, SulU superficie däl'n? ordini immerse nellù spailo di n 
sioni (Rendic Gire Matem. Palermo, tomo !)• 

RmU. Gre. Maiem. PaUrm; t. XVII (1903). — SumpAto il 14 ottobr« 190}. 41 
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rette del piano tc, passanti per uno dei punti base doppi), ma non con- 
tenenti rette; 

e) f f di 5^ (3 ^ A ^ 8), rappresentalnli su di un piano ic me- 
diante un sistema lineare di cubiche con 9 — <^ ^ i punti base semplici, 
a distanza finita o infinitesima, contenenti perciò i, 3, 6, io, 16 o 27 
rette, distinte o infinitamente vicine [le rette corrispondenti ai punti base, 
alle congiungentì due punti base, o (per A = 4, 3) alle coniche passanti 
per 5 punti base]. 

In virtù dei teoremi III e II potremo quindi anzitutto enunciare il 

Teorema IX. — L'ordine di una involu:(ione I di i* classe ^ ^ 9 *) ; 
se n =1 % I t generabile mediante una rete di cubiche senxß punti base, 
in altri termini, esiste una rete di cubiche dotata della proprietà che i 
punii base (variabili) di un fascio qualunque in essa contenuto, sono punti 
di un gruppo della involu:(ione I. 

In relazione ai valori 3, 2, i dell'ordine delle curve di ordine mi- 
nimo appartenenti, potremo poi distribuire le involuzioni di i^ classe, 
di ordine w ^ 8, in 3 gruppi j), t), e). 

13. Poiché le 00* cubiche gobbe, giacenti su una Fi non rigata di 
S^ , si segano a due a due in un punto : 

Teorema X. — Le involuzioni di 1* classe^ d'ordine « ^ 8, per le quali 

le curve minime apparlenenli sono cubiche, vale a dire le invoìu:(joni del 
gruppo a)y sono tutte generabili mediante una rete di cubiche con uno più 
punti base. 

Ed avendo [n"" 3, ^)] F l'ordine delle R -{- R' (curve composte di 
una retta e della sua trasformata) : 

Teorema XI. — Per k involuzioni del gruppo a) le R* sono di or- 
dine 8 e quindi (n° 2) la curva unita è di ordine 6. 

Questo teorema, applicato contemporaneamente alla formula del sig. 
Chizzoni, che dà rordine delle R' in una involuzione generata mediante 
una rete **), ci pone in grado di stabilire, come la posizione e le mol- 



*) Cfr. corollario teorema III. 

•*) Data una rete di curve [;pj d'ordine n generatrice di una involuzione J; in- 
dicato con Äj, uno qualunque dei punti fissi comuni a tutte le (p e con r^ la sua 
molteplicità per ogni (p ; ammesso che esista un sistema di luoghi (fondamentali^ cia- 
scuno dei quali dotato della proprietà di non avere punti variabili comuni con le curve 
della rete generatrice ; indicato con ^,- l'ordine di uno qualunque di questi luoghi e con 
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teplidtà dei punti base di una rete generatrice di una iuvoluzione del 
gruppo a)y debbano essere tali, che non esistano rette o coniche non 
seganti in punti variabili le cubiche della rete stessa. 

Una rete generatrice di una involuzione del gruppo a), non potrà 
perciò possedere 3 punti base allineati, né 6 punti base su di una conica, 
e se possiede un punto base doppio, non potrà essere dotata di altri 
punti base. 

14. Poiché una Fj di Sg di 2* specie, rappresentabile su di un 
piano % mediante un sistema lineare di quartiche con due punti base 
doppi distinti, contiene due sistemi 00* di coniche tali, che mentre due 
coniche di uno stesso sistema non s'incontrano, due coniche di sistemi 
diversi si incontrano in un punto ; e poiché inoltre una Fi di Sg di 2* 
specie rappresentabile su di un piano tc mediante un sistema lineare di 
quartiche con due punti base doppi infinitamente vicini, contiene un fascio 
[C] di coniche ed un sistema 00' di quartiche dotato della proprietà, 
che il fascio costituito dalle quartiche ad esso appartenenti passanti per 
due punti scelti ad arbitrio sulla stessa Fj, possiede una quartìca spez- 
zata in due curve di [C] distinte o coincidenti (secondo che i punti ar- 
bitrari si sono presi a distanza finita o infinitesima), mentre ogni altra 
sua curva sega ciascuna C in un punto *), ci é dato di enunciare il 
seguente teorema: 



pjj, la sua molteplicità nel punto Ri,; il sig. Chizzoni trova, che la curva tf^ coniugata 
di una retta arbitraria /, è dell'ordine 

e passa con molteplicità 

per il ponto fondamentale Rj, ; trova inoltre che la classe v della involuzione / è 
espressa da 

±(n - i)(n - 2) - ±^i, fc - I). 

•) Queste proprietà delle Fj di 5g di a* specie si riconoscono facilmente ricor- 
reado alla loro rappresentazione su di un piano it mediante un sistema lineare di 
quartiche con due punti base doppi a distanza finita o infinitamente vidnl Sì noti, 
die mentre alle oooklie giacenti su di una F^ di 5^ di 2* specie, corrispondono su it, 
iene pemod per ano ^' ^^mi, alle quartiche giacenti su di una F^ 

A S^ di ^ 9p€ ">niaanti per i due punti base doppi 



3M GIOVANNI PBKRETTL 

Teorema. XII. — Una involH:i;ione di /* classe pir la quak U curve 
mnirni appartenenti sono coniche^ vale a din, una irnvolu^ione del gruppo b), 
t generabile mediante due Jasci di coniche non dotati di comdje comuni, 
si può generarty tanto con un fascio [CJ di coniche ed un fascio di 
quarticbe una cui curva si spex^:^ in due curve disÜMte di [C], quanto col 
fascio [C] ed un fascio di quariiche una cui curva si spc^i in due curve 
coincidenti di [C], 

Avendo [n° 3, a)] F l'ordine delle lì + Ä' (curve composte dì 
una retta e deik trasformata) : 

Teorema XIII. — Per le involu:^ioni del gruppo b) le R' sono di or-> 
dine 7 e quindi (n° 2) la curva unita è di ordine 5* 

Questo teorema, applicato contemporaneamente alla forroola del stg. 
Chizzoni» che dà l'ordine delle R' in una mvoluàone generata mediante 
due fasd *)y d permette di affermare che la posizione e le molteplicità 
dei punti base dei fasci generatori di una involuzione del gruppo 6), 
devono essere tali, che non esistano rette non seganti in punti variabili 
le curve di entrambi. 

Due fasci di coniche irriducibili, generatori di ima involuzione del 
gruppo à), non potranno perciò avere due punti base comuni, e quindi 
per le involuzioni del gruppo b)^ generabili mediante due fasd di coniche, 
sarà n = 3 o n = 4. 

Ed inoltre, se nel piano della involuzione assumiamo un fasdo [C] 
di coniche e una quartica Q, e consideriamo la involuzione generata dal 
fascio [C] e da un fascio [Q] di quartiche individuato àz Q e Ì3, due 
curve di [C] distinte o coincidenti, essa sarà una involuzione del gruppo t), 
non generabile mediante due fasci di coniche, se la posizione e le mol- 
teplicità dei punti base di [C] e dei punti multipli di ß, sono tali, che 
non esistano rette non seganti in punti variabili le C e le Q, 

Facendo tutte le possibili ipotesi sulla posizione e sulle molteplidtà 
dei punti base di [C] e dei punti multipli di ß, si riesce ad assegnare 
tutte le costruzioni delle involuzioni del gruppo h) tion generabili me- 
diante due fasd di coniche **). 



•) Vedi la nota inclusa nel n*^ 9. 

**) Si tenga presente che in virtù dd teorema XII si può limitare a prendere 
le due Cy che, insieme con la Q assunta* individuano il àtscio di quarticbe geoecator^ 
sempre distinte o sempre ooinddentL 
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Questa ricerca minuziosa, da me completamente eseguita, ma che 
QOD espongo per brevità, non presenta difficolti essenziali. 

Non voglio insistere ulteriormente sulle involuzioni del gruppo h)^ 
per le quali potrei stabilire altre proprietà, sia ricorrendo alla raj^resen* 
taâone piana di una F, di Sg di 2^ specie, che alle formule del sig. 
CmzzoNL Accontentiamoci di aver accennato alle generazioni ed alle 
proprietà più salientL 

15. Occupiamoci ora deUa generazione delle involuzioni del gruppo by, 
involuzioni che in relazione al numero delle rette (n° 12) appartenenti 
o semiappartenenti *) (distinte o coincidenti), che contengono, si potreb> 
bero ripartire in 6 sottogruppi, per ciascuno dei quali si potrebbe ripetere 
una discussione analoga a quella fatta per il gruppo b}. Io mi acconten- 
terò di dare qualche risultato d'indole generale, e di accennare a qualche 
ricerca che spontaneamente si presenta per le involuzioni del gruppo c^ 

Tenendo presente che le Ff di S^ (3 ^ A ^ 8), rappresentabili 
sa di un piano tc mediante un sistema lineare di cubiche con 9 — ^ ^ i 
punti base semplici a distanza finita o infinitesima, contengono un sistema 
00* di cubiche (le cubiche corrispondenti alle 00* rette del piano w) e 
9 — A ^ I sistemi 00' (eventualmente coincidenti) di coniche (i sistemi 
corrispondenti ai fasci di rette aventi i centri nei 9 — A punti fissi co- 
muni alle cubiche del sistema rappresentativo), si riesce m modo fiidle 
a stabilire il seguente 

Teorema XIV. — Le involuzioni di i' classe contenenti un numero 
finito di rette appartenenti semiappartenenti (distinte coincidenti), vale 
a dire le involu:(ioni del gruppo cj, sono tutte generabili mediante un fascio 
[C] di coniche ed un fascio di cubiche una cui curva si spe^^i in una C 
e in una retta ; per esse è quindi n ^6. Esistono involuzioni di i' classe 
contenenti 3 piti rette appartenenti semiappartenenti (distinte coinci- 
denti), generabili mediante due fasci di coniche non dotati di coniche comuni; 
per esse i n ^ 4. 

Poiché A è anche l'ordine delle Ä + Ä' (curve composte di una 
retta e della trasformata), potremo aflPermare che per le mvoluzioni del 
gruppo e), generabili mediante due fasci di coniche, le R' hanno al mas- 
simo l'ordine 6. Applicando la formula del sig. Chizzoni che dà l'ordine 



*) Vedi ostenotzboe n^ 5» 
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delle R' in una involuzione generata mediante due Eisd ^, si trae allora 
che due fasd di coniche non possono generare una involuzione del 
gruppo c)y se non esiste dnuno una retta non avente punti variabili co- 
muni con le curve di entrambi i fasci. 

i6. Nelle ricerche della natura di quelle fin qui esposte, sono 
molto istruttive le applicaziom. Per esempio : assegnata nel piano una 
involuzione / contenuta in un certo sottogruppo (n^ 15) del gruppo e), 
cercare i luoghi appartenenti imagini delle rette giacenti sulla superficie 
F che ad / corrisponde; distribuire questi luoghi in modo analogo a 
quello nel quale il sig. Del Pezzo **) ha distribuito le rette della F; 
determinare i gruppi secondo cui si intersecano a due a due; rilevare 
come facendo avvicinare indefinitamente due o più punti fondamentali, 
o anche semplicemente mutando la loro posizione assoluta, si riesca a 
passare dalla involuzione / assegnata ad una involuzione contenuta in un 
altro sottogruppo del gruppo e) ; determinare per quest'ultima involuzione 
i luoghi appartenenti di ordine i servendosi soltanto delle rappresenta- 
zioni piane, punto per punto, delle superficie a sezioni ellittiche; ecc. 

2 Giugno 1903. 

Giovanni Ferretti. 



•) Vedi la nota inclusa nel n° 9. 

••) Memoria citata Sulla super fide dell' n^ ordine, etc (pag. 253). 



GÉNÉRALISATION DE CERTAINES FORMULES 
DE STIELTJES. 

Par M. Michel Petrovitoh, à Belgrade (Serbie). 



Adunasi A del il luglio 190). 



En cherchant à représenter certaines combinaisons de la fonction 
r(;() par des intégrales définies, portant sur des combinaisons simples 
de fonctions usuelles, Stieltjes *) a démontré les deux résultats plus gé- 
néraux suivants: 

1° Si la fonction /(:() est holomorphe pour les valeurs de :^ à par- 
tie réelle positive et si Tintégrale 



/ 






prise le long de la demi-circonférence C, décrite autour de :^ = o comme 
centre, à droite de Taxe oy, tend vers zéro lorsque le rayon R de C 
croit indéfiniment, on aura 

et cela pour toute valeur de ;( à partie réelle positive. 

2° Si la fonction /(0> ^^ ^^^^ holomorphe pour les valeurs de ^ 
à partie réelle positive, est telle que Tintégrale 



/ 






*) Sur U développement de logr(a) (Journal de Mathématiques pores et ap* 
pfiquëes, 1889, pp. 435^444). 
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prise le long de la demi-circonfèrence C, tend vers zéro lorsque le ra- 
yon R croît indéfiniment, on aura 

pour les mêmes valeurs de x.. 

On conçoit les services que peuvent rendre ces résultats dans les 
calculs des intégrales définies et dans les démonstrations de divers 
théorèmes. Us ont p. ex. conduit Stieltjbs *) et HERMriE à des for- 
mules remarquables relatives à la fonction r(j() **). 

J'indiquerai ici quelques théorèmes généralisant ceux de Stieltjes 
et conduisant eux mêmes à d'autres résultats mtéressants. 






I. Soient f(f) et 4>(:^, t) deux fonctions holomorphes pour les va- 
leurs de :^ et de / à parties réelles plus grandes qu'une valeur donnée 
X et telles que le produit 

/(0*fcO 

tend vers zéro lorsque, z et t ayant pour parties réelles des valeurs ar- 
bitraires plus grandes que \ la variable i croit indéfiniment 
On aura 

pour toute valeur de z^ à partie rielle plus grande que X. 
Pour le montrer, considérons Tintcgrale 

prise le long d'un contour C, composé d'une portion ^5 de la droite 
Ly définie par l'équation x = X et de la demi-circonférence décrite sur 
AB, du côte droit de la droite L. 

Si le rayon R de la demi-circonférence est suffisamment grand pour 
que le point z^ se trouve à l'intérieur du contour et si l'intégrale est 



•) loc. dt 

**) Sur une extension de la formule de Stirling (Mathematische Annalen, 
Bd. XU, 1895, pp. 581-590). 
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prise dans le sens direct, on aura 

Or, on pout décomposer / en deux autres intégrales 

dont la première /, est prise le long de la demi-circonférence et la se- 
conde /j le long de la droite AB. 
Pour /, on aura 

tz='k + Re\ 

6 variant de à — , de sorte que 

J, = — r*(.K,-k + Re^yO^ + Re^') §4! ^9 

et par suite 

mod I, < ±^f y Qd9 

avec 

P = tnoi^d, -k + Re^yÇk + Re^') 

Q = mod ^. . 

Pour /^ on aura 

où y décroit de -j- i? à — i?, de sorte que 

2wJ_jj ^^ ^ ^^ + /J— t 

Si maintenant le rayon R croit indéfiniment, on aura 

limP=o 

lim ß= i; 
par suite 

ce qui démontre la formule (3). 

2. Soient f(t) et 4> (;(, l) deux fonctions holomorphes pour les va- 

Riud, Cire. Matem. Palermo, t. XVII (1903). — Sumpato il 28 ottobre 1903. 44 
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leurs de ;( et de / à parties réelles plus petites qu'une valeur donnée X 
et telles que le produit 

/(0*foO 

tend vers zéro lorsque :^ et t ayant pour parties réelles des valeurs ar- 
bitraires plus petites que \ la variable t croît indéfiniment. 
On aura 

pour toute valeur de z^ à partie réelle plus petite que \. 

On démontrerait le théorème en remplaçant le contour de l'inté- 
gration précédente par le contour C^, composé d'une portion ^5 de la 
droite x = X et de la demi-circonférence décrite sur ^5 du côté gauche 
de cette droite. 

3. Supposons que f{t) et *(:c, soient holomorphes pour les va- 
leurs de I et de ;( à coefiicients de i plus grands qu'une valeur donnée 
(A et que le produit 

/(0*fcO 

tend vers zéro lorsque ;( et t ayant pour coefficients de i les valeurs 
arbitraires plus grandes que (x la variable t croît indéfiniment. 
On aura 

pour toute valeur de z^ à coefficient de i plus grand que \l. 

Le théorème se démontrerait en remplaçant le contour C, par le 
contour C^ , composé d'une portion ^5 de la droite >' ^= p. et de la 
demi-circonfcrcnce décrite sur AB ^w dessus de cette droite. 

4. Supposons que /(/) et <^(;(, t) soient holomorphes pour les va- 
leurs de ;^ et de ( à coefficients de i plus petits que \l et que le produit 

tend vers zéro lorsque x^ et t ayant pour coefficients de i des valeurs 
arbitraires plus petites que p., la variable / croît indéfiniment. 
On aura 

pour toute valeur de :(^ à coefficients de i plus petits que \l. 



GÉMER ALISATION DE CERTAINES FORMULES DE STIELTJES. 33 1 

On remplacerait, pour la déironstradon de ce théorème, le contour 
C, par le contour C^ , composé d'une portion ^ 5 de la droite ^^ = p» 
et la demi-circonférence décrite sur ^5 au dessous de cette droite. 

5. La formule (3) embrasse comme cas particuliers les résultats de 
Stieltjes cités. Ainsi, en faisant 

cette formule donne le premier résultat de Stieltjes; pour 
X = o, 41(^,0 = p^, 

elle donne le second des résultats cités. 

Les quatre formules (3), (5), (6), (7) permettent de calculer une 
infinité d'intégrales définies sous la forme finie. 

On sait, par exemple, que x(0 ^^^^^ ^^^ fonction entière du genre 
zéro de la variable ;(, le produit 

tend vers zéro lorsque :( croît indéfiniment avec un argument té que 
c^ tend aussi vers zéro. En faisant donc 

/(o = i, *a,o=«-'x(o 

et en y appliquant la formule (3), on arrive à la formule 

(8) /[x(^ + <Onf7r=-^=-^'^'^'x(0 

valable pour une fonction quelconque x Où ^«^^^^ ^ ^^ g^^^^ KJ^^o, pour 
une valeur réelle quelconque X et pour toute valeur ;( à partie rielle plus 
grande que \. 

En faisant dans la formule (8) X = et en diflférentiant les deux 
membres n fois par rapport à :^, on trouve la formule 

qui montre que le coefficient A^ de la série de Taylor 

«-'x(o = ^o+^.(^-«)+^.(^-«r+-", 

ou a est une valeur quelconque à partie réelle positive^ se laisse exprimer 
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SOUS la forme 

En changeant ^ en — /la formule (9) peut s'écrire 

SOUS cette forme elle embrasse un grand nombre d'int^rales définies 
connues et on en déduit une infinité d'autres intégrales. 

Revenons aux formules (3), (5), (6), (7). En séparant les parties 
réelles et les parties imaginaires, ces formules conduisent à une mfinité 
de formules exprimant la fonction donnée J\[) sous la forme d'inté- 
grale définie 

où la fonction f sera réelle. 

Si, en outre, la fonction 9 (:^, Ì) est une fonction paire de la va- 
riable t, la fonction f(x) sera représentée par une mtégrale définie de 
la forme 



£ 



Ainsi, en faisant dans la formule (3) 
on arrive à la formule 

trouvée par Stieltjes [où <p(/) désigne la partie réelle de/(n*), qui est 
toujours une fonction paire de /J, valable pour toute fonction f(^) ho- 
lomorphe pour les valeurs de ;( à partie réelle positive et telle que le 
quotient 

m 

tend vers zéro lorsque :( croît indéfiniment avec un argument quelcon- 

que compris entre et — . 

De même, en faisant dans la formule (3) 
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Cellesi se réduit à une seconde formule de Stieltjes 

[où if(i) représente le coefficient de i dans f(ti\ de sorte que la fonction 
t^{i) ^^ paire], valable pour toute fonction f{x) holomorphe pour les 
valeurs de :^ à partie réelle positive et tendant vers zéro lorsque :( croit 

indéfiniment avec un argument quelconque compris entre et — . 

2 2 

En différentîant les deux membres de l'équation (13) par rapport à 
Z^y on aura 

Mais on a, d'après une formule connue *), 

<r / I \ . ,, 1.2.3 . . . « . r, , . j T 

d'où la. formule intéressante : 

/sin(«arctg^) .^., 

valable pour toute valeur de a réelle et positive et pour toute fonction f{x) 
holomorphe pour les valeurs de 7^ à partie rédle positive, tendant vers ^éro 

lorsque x, croU indéfiniment avec un argument arbitraire compris entre 

2 

et — et qui ne soit par réelle pour x. = ti. 

2 

On en déduit, par exemple, ce résultat que: le coefficient A^ de la 
série de Taylor 

(15) /(o=^o+^.a-«)+^.fe-'^)'+--- 

relatif à une telle fonction, se laisse mettre sous la forme 



avu 



07) 



/smr(«+ i)arctg— 1 
<K0 — *-, -^dt. 



*) Frbnet, Recueil d'exercUes, 1891, p. 80. 
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La formule (i6) conduit à l'inégalité 

HO M 



(>8) M.i<^ r 



permettant de tirer des relations entre la manière dont varie le coefficient de 
i dans f(ti) avec la variable t et l'ordre de grandeur du coefficient A^ de 
la série de Taylor (15) relative à la fonction /(O- 

Je citerai, à titre d'exemple, le résultat suivant 

Supposons que la fonction /(;(), tout en satisfaisant aux conditions 
précédentes, soit réelle pour :( = o. La fonction ^ (/) s'annulant alors 
pour t = 0, étant holomorphe pour cette valeur ainsi que pour toute 
valeur réelle positive de t et tendant vers zéro pour / = 00 , la valeur 

absolue du rapport -^-y-^ lorsque la variable / croît de o a 00 restera 

inférieure à un certain nombre réel et positif Af, de sorte qu'on aura 
entre les limites de l'intégrale (18) 

l4.(OI<Af«. 



Par suite 



ou bien 






iM 



(19) \A\ < 7 — V «^. ('*>'^ 

Les coefficients de la série de Taylor (15), sont donc en valeur ab- 
solue inférieurs aux coefficients correspondants de la série de Taylor r da- 
tive à la fonction 

Remarquons aussi qu'en faisant dans la formule (17) 



arctg — = x 



celle-ci prend la forme 

(20) f^ = — -^J i|/(atgx)sin(«+ i)xcos— *xdx, 

d'où l'on peut également tirer des limites supérieures de la valeur ab- 
solue du coefficient A^ relatif à la série de Taylor (15). 

Belgrade (Serbie), 27 juin 1903. 

Michel Petrovitch. 



SULLA DEFORMAZIONE DI UN TRIEDRO TRIRETTANGOLO 
E DI UNA LASTRA INDEFINITA, ELASTICI, ISOTROPI. 

Nota del Dr. Luciano Orlando, in Messma. 



Admunu del 9 «gotto 190). 



I. 

I. Sia 5 uno spazio isotropo limitato dalle tre facce x = o, y =^o, 
;^ = 0, che rispettivamente chiameremo er^ , er^ , er^ , d'un triedro triret- 
tangolo. Se Af, , di coordinate x, , )f, , :^, , è un punto fisso nel triedro, 
posto : 

r:=(=c-x,y-Hy-y,r-KK-xJ, ri=(x+xy-{-(j-yy-Ht-^,y, 
rl=(x+x;)'-Hy-\-y.r-\-ÌK-^y, r:=ix-x,r-Ky+y.r+U-^,r> 

r',=(x-xy-Hy+yJ-Ki+0', ri=(ix-x,y-{-(y-yj^^-\.^,y, 

le r. indicano le distanze di un punto Af, di coordinate x, y, :(, varia- 
bile in 5, dai punti M. , i quali risultano in evidenti relazioni di sim- 
metria con Af, rispetto al triedro. 

Si ha, quando Af è rispettivamente sopra ex, , a, , <t^ : 

(^ = ^> ^ = ^> r^ = r%f ^ = ^>.> 
(^ = %> ^ = ^> r^ = r,, r^ = r8)cr,, 

(^ = ^8> ^ = ^> ^ = ^6> % = ^>3- 
Risulta chiaro che la funzione di Green relativa al polo Af , , cioè una 

funzione armonica in S, che in superficie assuma il valore — , è : 

G. = ^-^ + ^— 1- + -L— Ì- + JL. 

^ "ì ^ ^s ''i "i "* 
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Ora, estendendo ciò che si è fatto per il diedro *), troveremo alcune 
altre importanti funzioni. Notiamo che, quando M è rispettivamente so- 
pra <y, , <y, , ^^3 , si ha : 

dx dx ' dx dx ' dx dx ' dx dx 









d> ' dy dy ' dy By * dy dy 



La funzione 



I I 



si riduce a — quando Af è sopra a, o sopra <j, ; si ha invece 



d-L 



-3— i = -j-^, doè la derivata di — secondo b normale, quando M 
07^ an r, 

è sopra er^ . 

Per la funzione 



Per la funzione 

I 




*) Marcolongo, Accademia dei Lincei, 20 aprile 1902. 
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Per l'altra funzione 



r, r, ■ r, ■ r, r. 



si ha : { G, = — I , 



Per 




»", ^ % »"i »-« ^ ^ 



-(<'.=u.-fe4I„- 



SI 

Per la funzione 



G =—L_ -L- J- + -L+-L + J-+J- 

E, all'uldmo, per la funzione 

I I I I I I I 



G.= 



r, r^ r, u r^ 






Fra queste otto funzioni, solo le G, , G,, G^, G^ diflFeriscono so- 
stanzialmente. Le Gj e G^ sono analoghe alla G,, e le G^, G^ alla G^. 

2. Supponiamo che di una funzione f sia noto nd campo S il A, » 
e che siano sui piani limiti noti i valori, subordinatamente alle condizioni 
di convergenza all'infinito. La formula, che fornisce f in un punto 
(^,»y,> t.) di 5, è: 

4'V('..r.,0=/»^(^-G,)i.-/(i-G.)4.,«. 

Con riguardo alle relazioni fra le derivate delle r, , posto : 

Rmâ. Cirt, Mmfm, Paltrmo, u XVII (1903). — Sumpato il 19 onobrc 190). 4) 
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*'=/(i-i+i-i)'-- 
*-=/(i-i+i-i)''"- 
*.=/(^-i+i-i)^-- 



risulta: 



Sia ancora noto à^ç nel campo, ma sia, sopra ex, e sopra a^, noto, 

in ogni punto, il valore di 9, e sopra ex^ sia noto invece -7-^, sempre 

colle solite condizioni di convergenza all'infinito. Si ricava con un noto 
metodo 

la quale formula, posto : 



diventa : 



(2) ^^^(x,,y„x.,) = -2'§-J^j--G,y,fdS. 

Supponiamo che sopra <t, si conosca 9, e sopra (x^ e <y^ si conosca 
d(f 



-7-^ . La formula 
an 
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quando si ponga: 

*-/(t-i-i-i)'-- 

diventa : 

(3) 4^9(\. y., l,) = - 2^- f^-^ - G^y,<fdS. 

Se ora sui piani limiti è noto -r^ subordinatamente alle condizioni 
^ an 

di convergenza all'infinito e alla 

! = *. + *, + ♦,, 

(4) 4«?(*.,>..0 = -2Ì-/(-^-G,)A,?dS. 

3. Ciò premesso, mi propongo di assegnare la deformazione del 
triedro in Af , , quando siano nulle le forze di massa (al quale caso pos- 
siamo sempre ridurci senza restrizioni), e siano al contorno date le coni- 
ponenti normali delle jor%e e tangtn7}ali degli spostamenti. L2l formula del 



posto 



SI ottiene: 
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Beiti: 



(«) 



4^-e(.„,,„,,=-|-j[s(^-{)+ail(^_,j 

+'(f=+--|;ï)+-(T+"-|ï)]^' 



\ 

estende in questo caso i suoi due integrali ai piani <x, , a, , a^ . NeHa 
(a) r è quello che chiamiamo r, ; le ^, ^, ^ sono le componenti deUa 
fan^a superficiale, etc. Adopereremo il metodo Betti-Cerruti. Bisognerà 
eliminare dalla (a) le quantità (u, Jft, ^)a. , (% v, ^)a„ (% JB, u;)a,. 
Le eondisioni cui è soggetta la deformazione ausiliare sono dunque : 

._L aJL d± ô_L 

**• dx, in dx* * d>, dy ' 

dt, a^ 
d-L ai .di d'J- 

ai ai' 

a^, d:^ 



a_L al a_L a_L 

ri r^ _ _r^ r\_ 

dx, ~ dx ' ~ dy^ ~ dy ' 



. ji d»i 



Tali coadizioni si mutano facilmente nelle altre: 
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òx* 


■ > 


y\ = 


dy ' 


I 


8i» 








Ora la relativa alla deformazione ausiliare e, come è chiaro, ar- 
monica, perchè le forze di massa sono nulle ; ma, per le condizioni im- 
poste è nulla in superfìcie, dunque è nulla sempre. Per le equazioni in- 
definite risultano armoniche Ç, u^ ?^ ; inoltre^ per dato, dev'essere in su- 
perficie : 

d^ dJ- d-L 

^ - dx ' " - dy ' ^ d^ ' 

ma questi valori in sup«rfìcie rispetttvamente competono alle funzioni 
armoniche 

9G, dG^ dG, 



dx ^ dy ' dt' 

dunque assumeremo la deformaaione ausiliare 

dx ' ^ dy ' di ' 

Questa deformazione ausiliare elimina («, JR, Ji),, , (J, v, Jl>, , 
(%, M» ^h • I coeffideimdi (|[» v, w\, («, JR, w>„ («, v, 
si calcolano facilmente, e posto : 
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y-±(p 4.^.4.^^3\ 

+ dy, \dx, ^^'^ dij^ di, \dx, + dy, ^ ""O ' 
risulta : 

Ora determineremo nel punto (x^ , y^ , :(,) le componenti u, i», u/ 
di spostamento. Dalle equazioni ai limiti si ha : 



[!-=-(''■ --■)«- --ti,. 

cioè 

/ du _ _ ü'-2(0' |_\ 

(dv ^ Ü' — 2 0)^^ Jtt \ 

\ <ÌM 2tó' 2ifetó'/,j ' 

V d n 2 w' 2k co'Z-jj ' 

La componente a è poi nota sopra i^ e a , la. v sopra «i, e <t , la u/ 
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sopra 9, e (T, , di più le equazioni mdefinite, cioè 

Û* — (ü'de . Û' — w'de , ù' — tù'dS 

* w* dx' * w dy » a' di 

fanno conoscere il A^ ; perciò applicheremo per «/ la (2), e per v ed a 
due analoghe, le quali se ne ottengono mutandovi G, in G^ ed in G^ 
rispettivamente. Accenneremo con ^^ , ^^ , ^, le quantità analoghe ad 
§ della formula (2), e avremo : 

/ / ^ «a; I û*-«' /*/ i ^\d^ .0 

(5) 4-(^-.,...0 = -^i, + ^:/(^-G,)|^.S 

4. Ora supponiamo che si conoscano le componenti iangenxiali delle 
forie e normali degli spostamenti sul piano ex^ , e che si conoscano, come 
nel precedente casOy le componenti normali delle for^e e tangen:iiali degli 
spostamenti sui due piani ^^ e a^. 

La deformazione ausiliare 

r BG^ __ dG^ Y ^G^ 

^~ dx ' '^~ ^' ^~ di 

ha, come la precedente, la 6 nulla e le rotazioni nulle. Elimina, come è 
facile vedere, dalla formula del Betti le incognite (m, ^y ^)a^ , 
i%9 ^> ^)7a y (^y ^> ^)^i • I coefficienti delle altre componenti si cal- 
colano senza difficoltà, e, posto: 



144 LUCIANO ORLANDO. 



si ottiene: 

La determinazione di tv dipende senz'altro dalla formula (i). Per 
determinare u t v bisogna dalle equazioni ai limiti ricavare ( j^l , 

▼ano suUto da 



Circa le altre due osserveremo che è: 

Ma u/ è noto sul piano 7 = o, ed è dunque noto ( -.r— | e I -^c— 1 , 

si ricava dunque facilmente (^) ^ (3") » P^^ s'applicheranno due 
formule come la (3), le quali conterranno le G^ e G^ . E avremo : 
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5. Si abbiano sopra a, le ç(mponenti normali dille for^t t tangitiT^iali 
degli spostamenti, e, invece, sopra ex, e a^ fe componenti tangenziali delle 
forile e normali degli spostamenti. 

La deformazione ausiliare 

t dGc dGc y dGt 



dx ' "^ dy ' ^- di 

elimina dalla (a), come facilmente si vede, (u, ^, ^)(7,, (u, <^, tt;)<7,, 
(u, Vy ^)(T, . Per i coefficienti delle altre componenti risultano tali va- 
lori chç, posto : 

'■ = T/(i + i + i + i)»-- 

a=4«-/(-^+^+^-^).^.,. 



SI Ottiene: 

e 



Ora si ha, comç prima : 



Memi. Ort, Meiern, PàUrmo, t. XVII (190)). — Sumpato U 29 ottobre 190). 44 
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l-T— nd3^+dyU,> It-— '^Ld^+dyJL- 

Si ricava: 

Ivi le ^ sono composte nel solito modo, come le corrispondenti 
J dei problemi di Dirichlet. 

6. Siano ora sui piani limiti date le componenti tangen:iiali delle for:^e 
e normali degli spostatnenti. 
La deformazione 

g _ ^^8 Vi — _A^ r — ^^8 

^- dx ' '^- dy ' ^~ d;c 

elimina, come è facile vedere, (J, v, u')(7, , (w, JR «/>, , (w, v, J;)», , 
Poi, posto : 

"—■/(-^-t-i-i)-- 
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'' = 5^(1^ + ^. + '.) 

risulta: 

e ricavando col solito metodo -j— sopra <y, e <j, , -r- sopra <y, e a,, e 

an '^ a i' dn '^ ' ' 

-T — sopra <y, e <J^ , avremo : 

/ / ^ ^1 "' — to' /•/ I n\df .Ç 

n. 

I. Indichi ora 5 uno spazio isotropo interposto fra due piani pa- 
ralleli (7, e <ij distanti ih fra di loro *). Si chiami Af, un punto fisso 
nell'interno di S, si chiami «^ il simmetrico di M, rispetto a (x^ , poi a^ 
il simmetrico di a^ rispetto a a^ , poi a^ quello di a^ rispetto a <Xj , . . . , 
ed invertendo l'ufficio di a^ e di <j^ si ricavino in modo analogo da M, 
i punti {ij , {i, , pj , . . . Se M è un punto variabile di S, di coordinate 
X, yy :^, preso il piano x, }> a metà distanza fra (Tj e a, e Tasse delle ;(^ 
normale e positivo dalla parte di a^ , dette x, , }'j , :(, le coordinate di Af , , 
e indicata con r la distanza MM^y con r. la Ma., con r,- la M {i-, si ha: 

r' = (x - x,y + - ^.y + a - o*, 



= (*-^.)'+(>->.y+a-6/»+o*, 



*) Il Cerruti (Accademia dei Lincei, serie IV, voi. I) fa di questo problema un 
notevole cemio. Vedi anche Somiguana, Nuovo Cimento, 1885-86. 
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r'.' = (* - *,)• + (y - y y 4- fe + 2Ä + OS 

Quando Af è rispettìvamente sopra a, e a,, si ha: 

(r = rj, r^ =3 r'j, 4 4. , fj tìtt r^, .*.)*,. 
La funzione di Green relatìva al polo Af , , cioè la funzione armonica 
che in superficie assume il valore — è qui evidentemente : 






I 



Ora vogliamo trovare una funzione armonica G^ tale che sia in su- 

dÙ ^T 
perfide —r-^ = — r— . Perdo esftmimamo la serie 
"^ dn dn 

I ^— 2ly + ^, , ^+^<> + ^, , ^ + 4<^-^. 

(0 < /' ' * 

i 4. ^ — 4^ — ^, , ^-6fc + ^, , t+6& + ^, j 

f T" ^M "T yj T 71 h •••• 

\ 'a '% 'j 

Questa è uniformemente convergente quando M varia in 5. È infatti 
la somma di quattro serie 

(2) l ^' ^ 

in I iM r ••• » 

■ j 

^ + 4^-^. , ^+8^-^. , 

1—4^—1, , ^ — 8^ — îÇ. , 

« '4 

ed è facile vedere che ognuna di queste quattro serie è uniformemente 
convergente. Ogni termine infatti, se presdndiamo da un fattore come 

-^= ^, li quale è un coseno che è compreso fra — i e i, ci 

H 

appare della forma —3-, ma le varie r sono per ognuna delle quattro 
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serie almeno uguali ai termini d'una progressione aritmetica di ragione 
^h, dunque, per un teorema noto, le quattro serie sono uniformemente 
convergenti, quando M varia in 5. Ognuna è perciò integrabile termine 
a termine rispetto a ;^ a partire da un valore di :( compreso fra — he h. 
Per X ed ^ in quest'integrazione non si hanno restrizioni di sorca. La serie 

''• = -[(^-5^) + (t-A) + (Ì-^) 

si ottietie integrando a partire dal punto Af, le due serie (3)^ e dal sim- 
metrico di M, rispetto al piano xy le due serie (2), termine a termine, 
poi sommando. La G, è dunque una serie convergente (il che, per altro, 
è agevole a vedersi in modo diretto) ed ha per derivata rispètto a ;( la 
serie (i). Si ha, per M rispettivamente sopra <r, e sopra <t^ : 

\dn- d^- L '' ^ <' "•" ri 
+ -3^-^, . -5^ + ^. . ...Idilli. ^ r_^ 

àG,_àG,_r —}h']-i, h-[-i, }h^i, —$h — i, 
dn ~ di ~\_ ?, •" r' "^ r» "•" r» 

^ ri ^ ri ^ j- r' -di-dnj„; 

2. Supponiamo che di una funzione 9 sia noto nel campo il A« e 
i valori al contorno, compatibilmente colle condizioni di convergenza al- 
l'infinito. Si ha : 

Le derivate dei termini di G, sono, a meno del segno, i termini della 
serie (i). Ora si ha: 




d^ d' d' d' d\ 

r _ .. r ._ r. _ r, r. ^ 
ài ài, ' di - di, ' di - 


d\ d' d' 
^ r, r, _ r. 

- di, ' die - d^, ' 


d-r à-T d— d — 
r. ^ r^ r, _ r, 

d^ ^ di, ' di - di. ' 


ri .^ M 
ài ài,*"" 
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perciò è: 

costituendo le e un sistema di costanti che assicurino la derivabilità della 
serie in parentesi. In particolare abbiamo : 



(7) ^^'= ^^' 
^^J di di, 

e, sui piani limiti: 






(dG,_ dG,_dG\ /dG, 


_öG._ 


dG; 



Notiamo che nella (7) può scambiarsi G, con G, . 
Intanto si ricava : 

Le quantità ih, 4h, 6 h, . . . , che entrano in G, come denomina- 
tori sono le distanze dalle a . , ß . ai punti (x, , y^ , ;(,), (x, , >, , — ;f,), 
e precisamente a, dista 2/; dal punto (x, , y^^ — ;(^,), ß, dista 2 A dallo 
stesso punto, a^ e ß^ ne distano 6Ä, ..., a^ e {i^ distano 4/; da 
(^i> 3'i> ^i)> *4 ^ ^4 "^ distano 8/;.... Gl'integrali della (8) si scindono 
in due serie di integrali. Vi figurano le derivate di funzioni potenziali 
di strato semplice diminuite di funzioni potenziali relative a masse con- 
centrate nei due punti (x. , y^ , :^,), (x, , y^ , — :^,). 

do 
Noto al contorno -— ^ (colle solite condizioni), si ha : 



(9) 






3. Ora, procedendo come per il triedro, vogliamo risolvere il pro- 
blema di determinare gli spostamenti «, v, tu in A/, , date sui piani limiti 
le componenti normali delle forT^e e tangen:(iali degli spostamenti. 

La deformazione ausiliare : 

r __ ^ ^1 _ ^ ^i r _ ^ ^i 

OX dy dz 
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elimina, come si vede con facili calcoli : (5, ^y w)a . Posto : 

'= ^"' [/(f -''.)'""■- /(f- «■)"■"■] ■ 

*=T/»(-r-'=.)-. -=l£+lf+*. 

risulta: 

4TCÜ' a;^, • 

Ora si ha : 

[^ = (û'-2a>')e+2*a.»^]^_, 

e, posto : 

/__!_ û^-2ço^ \ _ / 1 Q'-^"^ e^ _» 

applicando per « e v la formula (8), e per «/ la (9), si ricava : 
(xo) '"^'■' '" '■^=5[/'^'^~ G,)d..-/.(-L-G.)^..] 



4. Trattiamo il caso che siano date sui piani limiti le componenti 
normali degli spostamenti e tangenzyili delle forile. 
La deformazione ausiliare : 
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elimina («, r, ^)a. Posto: 

* ="'[/(7— '=■)«"'''■ -/(f- ''.)«""•] • 

„_ ap^ , do . «■« 
' - Sx, + a,, + d,; ■ 

nsulta : 

Ora si ha: 

Anche qui le derivate di tv rispetto a x e ad ^ sono da ritenersi 
note sui piani ^=z b g x.^" — fr»sui quali è nou tv. Posto : 

avremo 

4"-(«..»,.<,) = /(G.— f)».-'',-/(G.-f)«.J.. 

4"(..,,,...)=|£/H-r-«-V'--/M-r-'='W 

Messini, 26 lugiio i9cv 

Lcci^vo Oelakdo. 



LA DEFORMAZIONE DEL TRIEDRO ISOTROPO 
TRIRETTANGOLO PER SPECIALI CONDIZIONI AI LIMITI. 

Nota di Mattia Puglisl, in Trapani. 



Adunans« del 24 maggio 1903. 



Seguendo il metodo che il prof. R. Marcolongo *) ha tçnuio per 
risolvere il problema della deformazione di un diedro retto isotropo per 
speciali condizioni ai limiti, mi propongo di trattare b stesso problema 
per il triedro isotropo trirettangolo, allorché sulle tre superficie limiti 
sono note parte degli spostamenti e parte delle forze. 

I. Sia il triedro trirettangolo Oxy;^, Scegliamo gli spigoli Ox, Oy, 
Ol come le direzioni positive di un sistema di assi cartesiani ortogo- 
nali ; ed accenniamo con ex^ , a^ , (x^ rispettivamente le facce x= o, ^^ = o, 
;^ = o. Sia P un punto qualunque di coordinate (x, y^ :() variabile nello 
spazio S del triedro; M(x^y^:^^) un altro punto fisso dello stesso spazio; 
Ai, la immagine di M rispetto a d^ ; Af, e M^ rispettivamente le im- 
magini di Af , ed M rispetto a (x^ ; e finalmente M\ M\ , M'^ , Af J le 
immagini rispettivamente di Af, Af , , Af , , Af ^ rispetto a a, . Indichiamo 
con r, r, , r^ , r, le distanze del punto P da Af , Af , , Af ^ , Af ^ , e con 
^'> ^[9 ^\y ^\ le distanze dello stesso punto P da Af', AfJ, Af^, Afj. 



*) Rendiconti della R. Accademia dei Ufl 

Rtmi. Circ, M^ttm. Palermo, t. XVII (1903). — SiMMfe 
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Avremo quindi: 

»-: = (* + x,y + e - y y + a + o% 
r; = (* - x.y + - :y.y + ^ + o*, 
r" = (X - x.y + + >.)' + a - OS 

c = (* + *.)* + (> + >.y + (^ - t.y, 
e = (* + O* + + y,r + (t + o% 

»-;' = (* - *.y + + >.y + a + o'- 

Se il punto variabile P(x, y, ;() si trova sulle facce del triedro 



si ha: 



per * = o , r = r,, r' = r\, r^ = r,, *'» = r\ ; 



y = o, r = r\ r, = r, 



'»» 



^i = ^s 



Consideriamo le seguenti funzioni ài x,y,Xj armoniche in tutto lo 



spazio 5: 



r — 2 Lj__L_u-L _L_lJ L 

r r "* r ^ r' r' "^ r' r' ' 
r ___L I _L I J_ I _L_i_J Î L 

' ~ r, "^ r, "^ r, "f r' "T" r\ r\ r\ ' 

P _J L-lJ L_i.J La.J_ 

' ■" r r ~^ r r' ~^ r' r' "^ r' ' 

' t ' 1 'i ' 'i 'a $ 

r __L_lJ L_L_1 Î L_L_L 

' ~" r. "f r. r. "^ r' r! r'. "•" r\ 
G' = 



» ■ j 
I I 



^'r 



' r, ' r. 

Q, I I 



-v+ 



^. L_l^_lJ l Lm-LmJ- 

' "" r,'^ r,^ r, r' r'. "•" r'. "^ r', ' 
La funzione armonica G sopra v, , 9, , <t^ prende valori uguali ad 



I 



jl2 L 

^ r: r' ' 



+ -^ + -f + ^ + ^. 



(0 
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— ; perdo essa è la funzione di Green relativa allo spazio S del trie- 
dro considerato. Allora, mediante essa, possiamo risolvere il problema 
di DiRiCHLET allorché sono noti il valore del A, in ogni punto del campo 
ed i valori della funzione al contorno. Applicando la formola di Green, 
tenendo presente che le normali alle facce (x^ , a^ , ey^ , volte verso Fin- 
terno coincidono rispettivamente con gli assi jc, y, t^j ed osservando che 

dx dx I dx, \r r, ' r' r' / 

e simili, si ha: 

La funzione G' soddisfa al contorno alle seguenti condiziom: 

> I ;. I ;n I 

_ Ê^_1E _ ^_!Z _ dG' _r 

""-^'dx - dx ' y~^'' dy~dy' ^~^'' d:^ ~'àZ' 

Essa è perciò funzione analoga a quella di Green e permette di risol- 
vere il problema di Dirichlet nello stesso spazio S, allorché sono noti 
in superficie i valori della derivata normale di u; infatti, osservando 
che 

e simili, si trova : 

_ /'(^ + J_ + _L + _L\|îîrf., 
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Le funzioni G, , G^ , G^ , soddisfano al contorno alle condizioni : 



dG, r 



* = o. '■3t' = 



d* dx * 






x = o, G, = — ; y = o. 



dG, r 
dy dy' 




o.-l; 





(3) 



* = o, G, = — ; 

Esse permetteranno quindi di risolvere lo stesso problema, allorché 
sopra una delle tre facce si conoscono i valori della derivata normale di 
u e sulle altre due i valori della funzione stessa. Si trova infatti : 

-5l/(-r+t-t-Ì)"'"'' 
-T/(f-«.)*.»''^> 

e due analoghe rispettìvamente con le funzioni G, , G, . 

Finalmente le funzioni G| , G\, G'^ soddisfano al contorno alle 
condizioni : 

^, I dG; ^r dc: °r 



r' ^-"' dy ~ dy ' ^'~' d^c ~ d^ ' 
a-^ ... d-L 



dG; "r ^. I dG; " r 



d* dx -^ ' r ^ di d;c 



1 = 0, G, = — . 



_ d^_^ _ dG\_^ r 
''-°' dx ~ dx ' y-°' dy " dy ' 

Esse permetteranno risolvere il problema, per cosi dire, comple- 
mentare del precedente, allorché si conoscono i valori della derivata nor- 
male su due facce del triedro e i valori della funzione stessa sulla faccia 



(4) 
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riir.anente. Si trova infatti: 

e due analoghe rispettivamente con le funzioni G[, G^ . 

2. Proponiamoci determinare nel punto (x^y^:(^^) la deformazione 
del triedro isotropo trirettangolo soggetto a forze qualunque di massa, 
allorché su ciascuna delle tre facce sono date la componente normale 
delle forze e le componenti tangenziali degli spostamenti: û conoscono 
cioè: 

sopra a, : L , v , w; 

» «, : tt, Af, tu; 

» ff j : », V , N . 



La determinazione della dilatazione 6 dipende, come è noto, dalla 
ricerca di una deformazione ausiliaria di componenti (, i), 2[, corrispon- 
dente a forze di massa nulle e tale che in superficie si abbia : 

d'-f d-i- d-^ 

d^ dJL ^._L 

le quali per le equazioni ai limiti si cambiano facihnente in queste 
altre: 
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di r r 



P^t x = o: 3- = — -rrr» *i = 



dx~ dx** ' dy 

y = o: Ç = 



r öTQ r 



(;__ 


r 




dt 


j;__ 


r 




dt- 


dC 


r 


dl~ 


dì* 



dx ' dy dy * 

Per conoscere Ì, in, C> basterà determinare la dilatazione cubica ^ cor- 
rispondente ; la quale è una funzione armonica in tutto 5 e poiché sulle 
tre facce ff, , (x^ , a^ diventa : 

sarà in tutto 5, :? = o. Allora anche le componenti Ç, in, ^, sono fun- 
zioni armoniche, le quali possiamo determinarle mediante i problemi ri- 
soluti nel paragrafo precedente. Ma senza ricorrere alle formole gene- 
rali, la determinazione di ^, y), 2[ si ottiene molto fadknente, osservando 

che le funzioni armoniche -^— , -5— , -^— sono tali che : 

ox a y a^ 



per 



y = o: 



» :( = o ; 



d'G 


d' * 


dx' ~ 


dx" 


dG 


d-^ 


dx ~ 


dx ' 


dG 


d * 


dx ~ 


dx ' 



dG 


d' 

r 


dy- 
d'G 


- dy ' 

d'' 

r 


df- 
dG 


~ dy' ' 

d' 

r 



dG 


d' 

r 


dl- 


- di 


dG 


d' 

r 


dx.- 


~ ài 


d'G 


d'' 

r 



dy ~ dy ' di' ~ di' 

Dalle quali, per le relazioni precedenti, si deduce immediatamente: 

r dG dG Y ^^ 

~ dx * ~~ dy^ ~ d:( ■ 

Cognita adunque la deformazione ausiliaria, le equazioni ai limiti ci 
permetteranno di calcolare le forze da applicare su (x^ , <x^ , q^ perchè la 
deformazione risultante sia quella di componenti ;, n, Ç. 

Infatti dalle equazioni ai limiti, tenendo presente che ä=o, ed os- 
servando che 
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e simili, si trova: 



14' L « ^ / 2 , 2 2 I \ 

" dxdy \r' * r, r, r /' 

dxdy \r, r. ^ r r /' 



d'-L 



m:'=2*«*- 



didy \ r, r, ^ r, r / 
" dxdx V^ »■. »^ '' / 



d'.' 



3. Sostituendo nella formok di Betti i valori trovati per la de- 
formazione ausiliaria e per le forze che la producono, essa ci permette 
di conoscere 8, nel punto generico (x,j',;(,), corrispondente alla de- 
formazione effettiva. 

Avendosi : 

r_ , dG^ I _ _o»_ / j L _i_ J L\ 

T I _ _3_ / j L 4_ J L\ 




)6o 
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e notando che: 



d'- 



n _ 






S» ' 
^■^ 



si ottiene agevolmente, supponendo nulle le forze di massa: 



ecc.. 



2ir 



«(-.^.0=âl;[T/(^-i+i-7^)"'. 

-"•/âl;(T+t-i-^)»^'.] 
+a|;[T/(^-iH-t)*'^'- 

-'""MIt+Ì-Ì-Ì)"''- 

-'"'/àK-r-Tr-Tr-i)-'".] 

+a|;[T/(-|-T+T-7)''^'> 



I 

La formola che darebbe la dilatazione nel caso che le forze di massa 
non si suppongano nulle conterrebbe altri tre termini relativi a queste 
forze. 

Indicando le espressioni contenute dentro le parentesi [ ] rispetti- 
vamente con : 



27cû*a>' 



tP. 



27CÛ'(0' 



Û' — a>' * ' Ü' — (0 

si ottiene la formola semplicissima 



rô. 



2icü'w* 



ü'— w 



tR, 



Le funzioni P, ß, iî, sono armoniche in tutto il triedro e risultano 
composte di funzioni potenziali di determinate distribuzioni superficiali 
(fatte sulle facce del triedro) e delle loro derivate. 



4. Cognita la dilatazione cubica nel punto Çx^y^x.^) della deformazione 
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effettiva, ci rimane finalmente a determinare gli spostamenti effettivi m, 
V, w. Tale ricerca si riconduce ad uno dei problemi risoluti nel para- 
grafo I. Infatti dalle equazioni indefinite, avendo supposte nulle le forze 
di massa, si ricava immediatamente : 

. a (dP dQ , dR\ 

'^'"- dx,\dx,^ dy,^ di.)' 

. a /dP , dQ , dR\ 

^«*'- dy,\dx, + dy,-^ diJ' 

a /dP , aß , àR\ 

Applicando la forinola (3) del paragrafo i si ha per la componente u: 

Sulle facce <x^ , fr^ sono noti i valori di u, quindi gli ultimi tre in- 
tegrali della espressione precedente sono conosciuti. Sul piano 9, , es- 
j du du dy. dy^ d^. dr 1 • j n 

equazioni ai limiti diventa : 

-Ì-I + 2«»|^ + (û» - 2«')e = o, 

la quale d darà il valore della derivata normale ?— sulla faccia 9. • 

... ^* 

Quindi può ritenersi conosciuta la stessa u nel punto generico (x,^.:^,). 

Similmente potremmo dire per v e u/. 

Gli spostamenti all'infinito si suppongono nullL 

5. Supponiamo invece che sui tre piani limiti siano conosciute la 
componente normale dello spostamento e le componenti tangenziali delle 

Rèmi. Gre. MéHam. PmUrmm, u XVII (190)). — Suapato U )i ottobre £90). 46 
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; doè àaao note: 






sopra a, : u, 


M, 


AT; 


» ff, : I , 


f, 


AT; 


» <r,: I, 


Af, 


u;. 



Si tratta di determinare una deformazione ausiliaria di componenti 
^, m, ^, tale che al contorno siano soddisfatte le condizioni : 

d-L d'-L d'^ 



e simili per le facce ^ = o, :( = o; le quali formole, per le equazioni 
ai limiti, si trasformano in queste altre: 



x = o; 



^ — :ì- > 



dTi r d(. 



r 



dx ^ dx dxdy * dx âxd;^ * 
_ ^_ !1_ ^_ ÌL_ T — Ü 

Decomponiamo la deformazione Ç, ti, ^ in altre due: 5,»,^, , e 
^a^a^a . Lc Ç, , 7)^ , 2^^ slauo armoniche in tutto 5 e al contorno soddi- 
sfino alle condizioni precedenti, mentre le $^ , m^y K^ soddisfino alle e- 
quazioni indefinite di equilibrio e siano nulle al contorno. 

Avendosi : 

dC ^T d'G' "^T d'G' ^7" 

x = o : 



dx dx ' dxdy dxdy ' ôxo:^ dxd^ ' 
e simili per y = 0, :( = o, si deduce faciknente : 

^'~ dx * '^^- dy ' ^'"" di ' 
Ed essendo 

dx^ dy^ di ' ^^—^^-^,-^> 
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si vede subito che alle equazioni ulteriori può soddisfarsi ponendo 
Ç^ = T)^ = C, = o ; perciò si ha : 

r dC dG' y dG' 



dx ' "- dy ' ^- d;c * 

Dalle equazioni ai lìmiti, come nel problema precedente, si determi- 
nano agevolmente le forze da applicare in superficie perchè producano 
questa speciale deformazione. Si ottiene: 

La formola del Betti, per la determinazione della dilatazione cubica 
corrispondente alla efifettiva deformazione, ci dà: 

+â^[i/(T-i+i-^)-. 
+ a|[i/(T+i-i-i)-. 

Indicando le espressioni contenute dentro le parentesi ^ ^ 
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blema precedente^ si ottiene: 

Q(^,,>,- '■>' (àP I àQ . dR\ 
**^*'^»^"'- U' — «' V àx, + dy, ^ a^. / * 

Dalla prima delle equazioni indefinite, avendo anche qui supposte 
le forze di massa nulle, si ha : 

Sulle facce 9^, 9^ sono soddisfatte le relazioni: 

-i-M+2a>»|^ + (û*-2«a')e = o, 

du 
Lai prima ci fornisce il valore della derivata normale ^ su 9,, la 

du 
seconda quello di ^ su 9^ . Allora, essendo noto il £k^u in tutto S, il 

valore di w su <x, , la ^ su <x^ e ^ su a^ , applicando la formola (4) 

del paragrafo i, possiamo ritenere noto il valore di u in un punto qual- 
siasi di 5. 

Similmente potremmo dire per v e tu. 

6. Supponiamo adesso che sopra uno dei piani limiti, per esempio su 
<Tj , siano conosciute la componente normale dello spostamento e le com- 
ponenti tangenziali delle forze, mentre sopra gli altri due piani siano co- 
nosciute la componente normale delle forze e le componenti tangenziali 
degli spostamenti ; siano note cioè : 

sopra <T, : w , Ai , N ; 

» <Tj : Uy M , tv; 

<J^: u, v, N. 



» 



Ripetendo i ragionamenti fatti per i casi precedenti, giovandoci della fun- 
zione G , si trova : 
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+ "'â|;/(T-t-f+^)"-".] 
-Ä[-i/(r-i+f-^)-. 

e quindi sono anche nod i valori di l^u, A^v, A^w in tutto 5. 

Conoscendo, il A^ u in tutto 5, ed i valori di u al contorno essendo 
anche noti, la (i) del paragrafo i ci fornisce il valore di u in un punto 
qualsiasi (x,^,0 di S. 

Le equazioni ai limiti d forniscono i valori delle derivate 3— , 3— 

su <T, , ^ su <Tj e -^— su <Tj . Essendo poi noti il valore di a/ su a, , 

il valore di v su a^ , ed i A^ i; , A^ u/ in tutto 5, le due formole analo- 
ghe alla (4) del paragrafo i ci danno i valori dì v^ tu in un punto 
qualsiasi dello spazio S. 

Risultati analoghi si avrebbero se fossero conosciute la componente 
normale dello spostamento su v, o 9^ e le componenti normali delle forze 
sulle altte facce. Ci gioveremmo della funzione G, nel primo caso e 
deUa funzione G^ nel secondo. 

7. Supponiamo finalmente che sopm 9, siano conosciute la compo- 
nente normale delle forze e li ' ddlo spostamento, 
mentre sopra a, , a^ aanc deUo spo- 
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stamento e le componenti tangenziali delle forze; siano note cioè: 
sopra 9^: £ , v , tv; 
» (T,: I, V, iV; 

Giovandoci deUa funzione G', si trova : 

a,a-e(.,,,o=â|;[i/(f+-^+-^+^)".. 

+i/(f+i+i+-^)-'.] 
+'»'â^/(-f+i+^-i)-. 

+Ah-Â/(-f-f+t+i)-^< 

e quindi sono anche noti i valori di à^«, A^i;, A^u/, in tutto 5. 
Le equazioni ai limiti ci fanno conoscere la ^ su d, , 3— 

■;r— su <x, ; perciò la (2) del paragrafo i ci fornisce il valore di a in 

tutto S. 

Le stesse equazioni ci fanno conoscere anche la 3— su 9^ e là 

^ su dj , quindi le due formole analoghe alla (3) del paragrafo i ci 

^ \. 

forniscono i valori di i; e u/ in un punto qualsiasi di 5. 

Analoganìente, adoperando le funzioni G,', Gj potremmo risolvete 



su <r. e 
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i casi in cui la componente normale delle forze sia conosciuta sul piano 

(T, o d, . 

Questi tre casi costituiscono, per cosi dire, i problemi complemen- 
tari di quelli considerati nel numero precedente. 

Il metodo non è applicabile a tutti gli altri casi. 

Trapani, aprile 1903. 

Mattia Puglisi. 



DIMOSTRAZIONE DIRETTA D'UN TEOREMA 
SULLE SERIE ASINTOTICHE. 

Nou di 6. Vivant!, in Mesäna. 



Adttnani« del a6 luglio 190). 



Si tratta del teorema s^uente, che Borel (^Leçons sur les séries di- 
ver génies, Paris, 1901, p. 35) deduce come conseguenza del teorema a- 
nalogo suU'int^azione : 

Se una junxiont e la sua derivata ammettono rappresentazione asinto- 
tica, la serie che rappresenta la derivata si ottiene derivattdo termine a ter- 
mine quella che rappresenta la fun:^ione primitiva. 

w co 

Siene ^ ÖJ X"', ^ tj X" le serie che rappresentano asintoticamente 

la funzione /(x) e la sua derivata /' (x). Sarà, per definizione : 
(i) lim/(x) = a,, 

(a) ]imx[fix) — a^]^a,, 

X— eo 

(3) Urnx'[/(x)-a„— ^J = a„ 

(4) Hrnx'[/(x)-.„-A ^] = «.. 

e parimenti : 

(!') Um/(x) = *„ 

(2') \imx[/'Çx)-b„] = b„ 
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Ora è noto che se, al tendere di x ad oo , una funzione derivabile 
tende ad un limite finito o nullo, il limite della sua derivata, se esiste, 
non può essere diverso da zero. Ne segue anzitutto, per le (i), (i')» 

(5) _ *o = 0, 

e la (3') diviene: 

(6) lim*/'(:c) = *.. 

Per lo stesso teorema si ha dalla (2) che: 

(7) */'(*)+[/"(*)-«„], 

o non ha alcun limite per jc = 00 , o tende a zero ; ma dalle (i), (6) 
risulta che la (7) ha per limite b^ , dunque : 

(8) K = o, 
e la (3') si riduce a: 

(9) limx'/(x) = è,. 

Ora dalla (3) segue, per il solito teorema, che: 

*' [/ w + ^] + 2*[/w - ''« - t] • 

ossia * 

o non ha alcun limite, o tende a zero; ma per le (2), (9) il limite di 
questa espressione è i, + a, , quindi : 
(io) b^=^a^. 

Vogliamo far vedere in generale che: 
(il) b, = -(h-i)a,_^^. 

Poiché, come risulta dalla (io), la (11) sussiste per fc = 2, basterà 
dimostrarla per induzione completa. Supponiamo dunque : 

*. = — ^,> *, = -2^,, ..., *i_, = — (fc — 2)aj_,; 
la (4') potrà scriversi, tenendo conto delle (5), (8): 

Rèmi. Gre. Meiern. FâUrm; t. XVII (190)). — Stampato U )t octobf« ifQf. 
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Ma dalla (4) s^^ue, per il teorema più volte citato, che: 

ossia: 

o non ha alcun limite, o tende a zero, mentre dalla (4), supposta scrìtta 
per h — I, e dalla (12) risulta che questa espressione ha per limite 
(h — i)tffc«, + tfc ; si ha dunque : 

donde la (11). 

Pertanto la rappresentazione asintotica di / (x) è : 

cioè si ottiene derivando termine a termine la rappresentazione asintotica 
di /(x). 

Messina, 16 luglio 1903. 

G. VlVANTI. 



LE TRASFORMAZIONI CUBICHE (2, 2) FRA PIANI. 
Nota di Giuseppe Marietta, in Caunia. 



AdttiiAnz« del 13 luglio 190). 



Nella presente nota si studiano le trasformazioni cubiche (2, 2) fra 
due piani i? e i^'. Essa può riguardarsi come facente seguito ad altra mia 
nota ^, nella quale studiai la trasformazione quadratica. 

Nel primo capitolo dimostro come non esistono trasformazioni cu- 
biche (2y 2), tali che le cubiche di i? corrispondenti alle rette di i^^ siano 
di genere diverso delle cubiche di questo piano corrispondenti alle rette 
di quello. S^ue che le trasformazioni cubiche (2, 2) fra piani, sono di 
due soli tipi, riguardo al genere. 

La trasformazione di genere nullo T^°^ è studiata nel capitolo secondo, 
dove si danno anche dei teoremi e delle formole che valgono per le tra 
sformazioni d'ordine e generi qualunque. In massima parte lo studio di 
r^*** vien fatto senza uscire dai piani w e w'. Se ne dà pure una costru- 
zione mediante certe proiettività, similmente ad altra data per la trasfor- 
mazione quadratica. 

Nel capitolo terzo si tratta della trasformazione di primo genere T^'^ . 
Si dimostra che essa si può sempre ottenere mediante projezioni di una 
superficie cubica a sezioni ellittiche. Cosicché nella T^'^ si riscontra una 
proprietà di cui gode pure la trasformazione quadratica, cioè che i punti 
congiunti sono allineati con un punto fisso, fondamentale per la T^'* . Poi 



*) La trasformazione quadratica (2, 2) fra piani, [In questi Rendiconti, t XVII 
(«903)» pp. 173-184]. 
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si accenna a casi particolari, e infìne se ne assegna una costruzione senza 
uscire dai piani t^ e 'k'. 

l 

1. I piani 1Ç e w' siano riferiti algebricamente in modo che ad un 
punto qualunque di uno di essi, corrbpondano due punti dell'altro; e vi- 
ceversa, Inoltre la corrispondenza $ia tale che se un punto di ^ descrìve 
una retta, i suoi due punti omologhi di i^' descrivano una cubica; onde 
sarà del terz'ordine anche la curva di it corrispondente ad una retta qua- 
lunque di TP'. 

Supponiamo i piani ir e ir' immersi nello spazio da quattro dimen- 
sioni S^ , e da due rette (sghembe) generiche q e q' di questo, si proiettino 
i punti di 17 e di Tt' rispettivam<:nte. U luogo del punto comune a due 
piani, uno passante per q e l'altro per q\ proiettanti due punti omologhi 
di 1? e 1?', è una superfìcie il del settimo ordine, con le rette q t q' ìa 
qualità di linee doppie. Un piano generico per una di queste rette, incontra 
ancora la superficie in due punti. Ne segue che la quintica ulteriore inter- 
sezione di Ü con un iperpiano per j, per q\ si appoggia in tre punti a 
questa retta; e che la superficie non è rigata (con ^, q\ per direttrice), 
giacché se fosse tale, un piano per ^, per q\ e per un punto qualunque 
di Û, conterrebbe una generatrice di questa, il che non può essere. 

2. Siano razionali le cubiche di ir corrispondenti alle rette di w', ed 
ellittiche le cubiche di questo piano corrispondenti alle rette di quello. 

Proiettiamo Û da un punto generico O di y in uno spazio ordinario 
2: si otterrà una superficie û^ del quinto ordine col punto Q^^lq 
triplo, e la retta q[^I,. 0(/' doppia. Un piano generico condotto per 
questa retta seca ulteriormente Û, in una cubica razionale, mentre un 
piano arbitrario per Q^ seca quesu medesima superficie in una quintica 
ellittica. 

Ad un punto generico della retta q' q .t^' corrispondono in ic due 
punti distinti, il cui luogo al variare del punto su detta retta, è b cubica 
a questa corrispondente. Questa cubica è anche la traccia in tc dei piani 
(per q) tangenti Û in punti di q. Osserviamo ancora che i due piani 
tangenti in un punto generico di y, di q\ sono distinti. 

3. Un iperpiano T condotto genericamente per q, seca ulteriormente 



LB TRASFORMAZIONI CUBICHE (2, Z) FRA PIAMI. }7| 

in una quintica avente tre punti in ? : le tangenti in questi ad essa 
determinano con q tre piani distinti, giacché tali sono i punti comuni 
alla retta Tx, e alla cubica corrispondente alla retta q'q^'K'. 

Ne segue» in 2» che un piano generico per il punto Q, , seca la 
superficie U, in una quintica avente in questo un punto triplo ordinario, 
e che, quindi, Q, dovrebbe possedere o due rette doppie (sghembe) una 
incidente q[ , e l'altra uscente da Q^ ; ovvero una conica doppia passante 
per Q, , ed avente un punto m q[ . 

Consideriamo la prima ipotesi : la retta doppia uscente da Q^ non 
può incontrare q[ , giacché il piano Q^ q[ seca ulteriormente U, in tre 
rette distiate, come quelle di cui esse sono proiezioni. Ma allora l'ipotesi 
in esame é assurda, dovendo il piano della q[ e dell'altra retta doppia, 
secare la superficie in una quinäca, mentre possiede due rette doppie, e 
un punto doppio fuori di queste. 

Esaminiamo dunque la seconda ipotesi, che, come caso particolare, 
abbraccia quella per la quale le due rette doppie di cui ora si é parlato, 
siano incidenti anziché sghembe. 

In 0, devono esistere due rette (semplici) uscenti da Q^ , che sono 
le tracce in 2 dei due piani tangenti in O ad Ü, e queste due rette sono 
distinte, per quanto si disse in fine del n° precedente. U piano della conica 
doppia seca Ü^ ulteriormente in una retta per Q^ ; quindi dovrà esistere 
ahneno un'altra retta che sia traccia di un piano tangente Û in Ü. Allora 
un piano generico per essa secherebbe ancora Ü^ lungo una quartìca ra* 
Zionale, proiezbne di una quintica ellitnca passante per il centro di proie- 
zione 0, che é un punto generico di 9, e ciò é assurdo. 

Da quanto fin ora abbiamo detto concludiamo che : 

non esistono trasformazioni cubiche (2, 2), tali che le curve deil'un 
piano corrispondenti alle rette dell'altro, siano di genere diverso delle curve 
di questo piano, corrispondenti alle rette di quello. 

n. 

I. Diremo che é di genere nullo la trasformazione cubica (2, 2) 7^°^, 
per la quale sono razionali le cubiche di ??, di tt', corrispondenti alle 
rette di iç', di iç. 

Sia tt (I, ^ i) la superficie dello spazio 5^ inerente a V°^ ; di modo 
che un iperpiano generico passante per la retta singolare 9, q\ seca ulte* 
riormente Û in una quintica razionale. 
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Proiettando da un punto generico di 9, p. es., in uno spazio 
ordinario 2, si ottiene (I, § 2) una superficie 0, del quinto ordine avente 
il punto Q^^Zq triplo, e doppia la retta q[ proiezione di q'. Inoltre 
giacché ogni piano di 2 passante per q[ deve secare ulteriormente la su- 
perficie in una cubica razionale, e un piano generico per Q^ in una quintica 
razionale con un punto triplo ordinario (I, § 3) in questo, segue che 
Û, sarà dotata di una cubica doppia c^ , passante per <2i ^ avente la retta 
q[ per corda. 

Il cono quadrico che dal punto Q^ proietta c^ , seca Ü, in questa 
curva contata due volte e in altre quattro rette : di queste due sono le 
tracce in 2 dei due piani tangenti alla superficie Q nel centro di proie- 
zione 0; le altre sono immagini di due rette di Û incidenti q (e non q'). 
n punto (doppio) in cui ciascuna di queste due rette di Ü^ , si appoggia 
alla cubica e, , fuori dz, Q^, è dovuto ad un punto staccato di Û; cioè 
il piano di 9 e di una delle due rette di Û che a questa solamente si 
appoggiano, incontra ancora questa superficie in un punto. 

Ne segue che : 

in ciascuno dei piani tz e tz' esistono due punii che sono fondamen- 
tali (semplici) per la trasformazione T^^^ . A ciascuno di essi corrisponde 
nell'altro piano una retta insieme con un punto. 

2. In generale la superficie Û inerente ad una trasformazione (2, 2) 
d'ordine w, è d'ordine w -{- 4. I suoi punti fondamentali di x, di tt', sou 
dati da curve di Û in piani per y, per q\ Ad un punto fondamentale 
d'ordine i, corrisponde nell'altro piano una curva fondamentale d'ordine 
i (insieme, o no, con un punto). 

In modo analogo a come si fece nel § precedente si possono dimo- 
strare i seguenti tre teoremi : 

1°) Nella trasformuTJone generale (2, 2) d'ordine n e di generi 
/)=/>' = o, non avente in tt, in tu', punti fondamentali multipli, esistono 
in questo piano 2(w — 2) punti fondatnentali semplici *). 

2°) Nella trasformai^ione generale (2, 2) d'ordine n e di generi 



•) Analogamente si dimostra che nella trasformazione doppia d'ordine n e genere 
^ = o, non avente nei piano doppio punti fondamentali multipli, esistono in questo 
piano medesimo m — 3 punti fondamentali semplici. — Vedi De Paous, Le trasfor- 
maiioni piane doppie II, S i» 20 (III) e I, S 3, 7 (VI) [R. Acc. dei Lincei, serie III, 
voL Ij. 
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/>=/>' = I, non avente in iç, o in i:' ^ punti fondamentali multipli, esistono 
in questo piano n — 2 punti fondamentali semplici. 

3**) Nella trasforma^^ione generale (2, 2) d^ ordine n e di generi /) = o 
« /)' = I, non avente in x, in w', punti fondamentali multipli, esistono 
in questo piano n — 4, 2 (« — i), punti fondamentali semplici *). 

Con p Si h indicato il genere delle curve di tc corrìspondenu alle 
rette di tç\ e con p' il genere delle curve di tu' corrispondenti alle rette 

di TÇ. 

3. Due punti di w, di tu', corrispondenti ad uno stesso di tu', di w, 
diconsi congiunti. Un punto di 7?, di tu', ha due punti congiunti, che ad 
esso corrispondono in una trasformazione (2, 2) simmetrica, che chia- 
meremo trasforma:^ione congiunta alla dau in tu, m tu'. 

Consideriamo ora una retta generica di tu : proiettandola da q si 
ottiene un iperpiano che seca ulteriormente la superficie Ü in una curva 
e del quinto ordine, avente tre punti in qy un punto doppio in q', ed 
altri due pund (semplici) nelle due rette di Ü che si appoggiano (§ i) 
alla q' solamente. Ne segue che proiettando e da q' si ottiene un cono 
di seconda specie del terzo ordine, passante per i piani che le due rette 
ora dette determinano con q\ Questo cono seca la superficie Û nella q' 
contata sei volte, nella e, nelle due rette di Ü incidenti q' solamente, e 
in una curva residua d'ordine otto, che si appoggia in tre punti alla retta 
q, precisamente in quegli stessi punti in cui vi si appoggia e. Ne dedu- 
ciamo senz'altro, proiettando da 9, che : 

V ordine della trasformacene congiunta alla r^°* in tu, in tu', k cinque; 
il genere i tjto, 

giacché la curva congiunta di una retta generica di tu, di tu', e la 
cubica che a questa corrisponde in tu', in tu, sono punteggiate biunivo- 
camente dai pund omologhi in T^^^ . 

Ragionando sulla superficie Û, come ora si è fatto, ovvero diretu- 
mente sui piani tu e tu', si può dimostrare, in generale, che data una 
trasformazione d'ordine n, la trasformazione a questa congiunta in tu è 
d'ordine n* — ^i'* — 2, e quello della trasformazione congiunta in tu' è 



^ Analogamente si può dimostrare che nella trasformazione doppia d'ordine n e 
genere ^ = x, non avente nel piano doppio punti fondamentaH multipli, esistono in 
questo piano II — 3 punti fondamentali semplici. — Vedi Db Paous, 1. e, II, %i^^o 
(IV) e I, S 3, 7 (VI). 
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If* — X ** — ^> ^^^® X ** ^ 2! *'* s^^o 1® somme dei quadrati delle 
multipliciti dei punti fondamentali di i? e di i?' rispettivamente. 

4. Chiameremo curva limite del piano tt, iç', il luogo \ ul\ dei punti, 
i cui corrispondenti in ^'^ in ir, siano infìnitamente vicini. La curva corri- 
spondente della curva limite del piano 17, 7t\ si dirà la carva doppia di 
ic', di TT, e si indicherà con X', con (x. 

Per una trasformazione d*ordine n e di generi />, p', Tordine di ^ 
è 2(/)' + i), e quello di [a' è 2(/) + i)> e dò perchè le curve di tt', 
di TT, corrispondenti alle rette di i^, di iç', sono iperellitnche e di genere 
p'y p. In particolare, dunque, 

le curve limiti della trasformazione cubica T^^^ sono coniche. 

La cubica di w, di iç', corrispondente ad una retta generica di tc', 
di ^, ha un punto doppio (variabile), dovuto ad una coppia di punti 
congiunti, non infinitamente vicini, posti su questa retta. Segue che in- 
dicando con d'y con d, l'ordine della curva doppia >', p., deve essere (§ 3) 
5 — d' =z 2, cioè i' = 3, e anche d = j. 

Dunque : 

Le curve doppie per la trasformazione T^^^ sono cubiche ragionali. 

Sono razionali perchè riferite biunivocamente alle corrispondenti co- 
niche limiti. 

In generale, per una trasformazione d'ordine n e di generi />, p\ 
si ha : ti' = 3 n -f ^/^ "~ X * "" 4> ^ d = 3 « + 2/)' — X ^' "" 4- 

5. Mediante la superficie Û, p. es., è facile dimostrare che se una 
curva generica di w, di w', incontra la curva doppia (x, \\ in un punto 
con direzione non principale, la curva corrispondente in tc', in tt, tocca 
la curva limite (/.', \ nel punto corrispondente; mentre se l'incontra con 
direzione principale, la curva corrispondente ha una cuspide sulla curva 
limite, nel punto corrispondente. 

Dunque : 

Le cubiche di w, di w', corrispondenti alle rette di w', di ir, toccano 
tre volte la conica limite \ \fJ. 

Se una retta di w, di w', passa per un punto fondamentale, la sua 
cubica corrispondente si spezza nella retta fondamentale corrispondente 
a quel punto, e in una conica. Ne segue che : 

le rette fondamentali per T^^^ in w, in w', toccano la conica limite 
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e, per conseguenza, che : 

la curva doppia X', [a, passa semplicemente per i punti fondamentali 
di T^', di w. 

6. Se una curva di iç, di w', tocca \ [a', in un punto, il luogo cor- 
rispondente ha un nodo nel punto omologo sulla curva doppia X', [a. 
Segue che 

alle tangenti di \ di [a', corrispondono in tt', in w, cubiche spe'^^atc 
in una conica hitangente \kW e in una tangente di questa stessa curva. 

Dunque le tangertti delle coniche limiti \ e (/.', si corrispondono biu- 
nivocamente, e quindi secondo una certa proiettività che indicheremo con w. 

Siano / e /' due tangenti corrispondenti secondo 6> : ad un punto 
A di / corrispondono in tq' per la 7^°^ due punti A\ ed A\ , uno solo 
dei quali, p. es., A\ giace in t\ Viceversa, è chiaro che ad A\ corrispondono 

m virtù di T^^^ due punti in tt, dei quali il solo punto Ahmt. Se 
ne conclude che : 

due tangenti di 1 e di [l' corrispondenti in forxa della proiettività w, 
sono punteggiate proiettivamente dai punti omologhiy per la trasformazione 
r^°* , che giacciono in esse. 

Ad una retta fondamentale / di tt, p. es., corrisponde in iç' una 
cubica spezzata in una conica e in una tangente /' di [a'. Ad un punto 
qualunque di / corrispondono due punti, uno dei quali è costantemente 
il punto fondamentale F' a cui / corrisponde. L'altro giace sulla conica, 
la quale è quindi punteggiata proiettivamente alla /. Ne segue che in 
questa retta esiste un punto K a cui corrispondono tutti i punti di /, 
o, con altre parole, la / contiene uno, üT, dei punti fondamentali di t^. 
Se ne conclude che: 

ciascuna retta fondamentale di tt, di tu', passa per uno dei due punti 
fondamentali di questo piano, 

7. Le rette fondamentali di tu, di tu', escono dai punti fondamentali 
(S ^)> ^ quindi sono secate in soli due punti variabili dalle cubiche di 
iCy di tu', corrispondenti alle rette di tu', di tu. Ne segue che: 

i due punti di tu, di tu', fondamentali per T^°\ sono fondamentali 
doppi per la trasformazione congiunta a T^°^ in tu, in tu'. 
Inoltre è chiaro che 
i due punti di tu, di tu', congiunti alle due rette fondamenkik 

Rmd. Ore. MtUtm, PaUrmo, t. XVTI (1901)- — Sumpato il a noTcmbre 1903. 
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fondamentali semplici per la trasformazione cangimi àUa T^'^ in ip, in ip'. 

8. Si chiamino H t K i due punti fondamentali di ir, ed F\ G' 
quelli di %'; e siano b\ h\ /, g le rispettive rette fondamentali corri- 
spondenti« 

Sia a l'altra tangente, oltre ddla /, che passa per H: ad a corri- 
sponde in %' una cubica spezzata nella a* ^tùa, nella b', e in un'altra 
tangente a[ di (a'. La retta a è punt^giata proiettivamente da punti cor- 
rispondenti in 7^^' non solamente con a\ ma anche con a[ . Ne segue 
che se t è una qualunque tangente di \, al punto *al corrispondono, per 
la trasformazione, due punti di w', uno in a', e un altro in a\ . Ma uno 
di questi due punti deve anche trovarsi in I' ai «* <, e non può essere il 
punto aWy giacché in generale se x ed ^ sono due tangenti £ X, i punti 
xy ed (tè x)((ùy) non sono corrispondenti in T^^^ dunque â corrispondono 
i due punti ai ed a[t'. Anak^[amente dicasi per b e b[, st b è Taltra 
tangente di X passante per K, oltre deUa fondamentale g. 

Infine alla retta e sì HK corrisponde in w' una cubica spezzata nella 
b\ h\ e in un'altra tangente c\ di (a'. Ad un punto generico di e cor- 
rispondono in ir' due punti di c\ ; ne s^ue che al punto te corrispondono 
due punti, uno dei quali è t'c\. 

Da quanto abbiamo detto concludiamo che la proiettività determinata 
dai punti omologhi per T^^^ sulle tangenti / e ^' ^ w / di X e p.' rispet- 
tivamente, è individuata dalle tre coppie di punti corrispondenti a (, a\ /'; 
hi, b\t\ CU c\i\ 

9. Date quattro rette a, t, e, d di un piano, tutte le rette t che 
soddisfano alla condizione [/ (a, i, e, ^] = costante, inviluppano una co- 
nica. Infatti se / e /, sono due rette tali da essere t(abcd) J^ t^ÇabcJ), 
le sei rette a, t, e, dy t, t^ toccano una stessa conica, che è quella indi- 
viduata dalle prime cinque rette. 

Ed ora nei piani tt e tt' si assegnino due coniche X e [a', fra le cui 
tangenti si stabilisca una proiettività w. Inoltre siano a, t, e tre rette di 
7c ; X ( ^ 3) delle quali tocchino X; e similmente siano a\ , b\ , c[ tre 
rette di tt', fra le quali x' ( ^ 3), tocchino (x'. Date due tangenti / e 
t' ^(ùt di X e (x' rispettivamente, su queste resta individuata una proiet- 
tività dalle tre coppie di punti corrispondenti a/, a\t'; bt, b\t'; cty c\t*; 
proiettività che indicheremo con [/, /']. 
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Se P è un punto generico di tc, per esso passano due ungenti t, s 
di A ; a queste corrisponderanno, in virtù della proiettività w, due tan- 
genti di fi', e siano t' ^<ùi ed s' ^tas. Assumiamo come corrispon- 
denti di P i due punti P' = [/, r]P, e P[ = [5, s']P. Viceversa, per 
P', p. es., passano due tangenti t\ r' di (^ ' ; e quindi ai punto P' cor- 
rispondono in TT i due punti P^[/'(]P', e P^^[r'r]P\ dove è 
r ^ a>~' r'. Concludiamo che in tal modo abbiamo costruito una trasfor- 
mazione algebrica (2, 2) fra i piani iu e tc', e senza uscire da questi me- 
desimi. 

Vogliamo ora trovare l'ordine di questa trasformazione. A tal fine 
basterà vedere quante coppie di punti omologhi sono su due rette ge- 
neriche, una d di TT, e un'altra /' di tt'. 

Per quanto si disse in principio di questo paragrafo, le tangenti t 
di X che soddisfano alla relazione t(^abcd)'/\ m' (a[ b\ c\ /'), con m' ^<ùm 
dove m è una tangente di X, formano un fascio del second'ordine che 
contiene le a, t, e, d. Le 4 — x rette n di questo tangenti X e diverse 
dalle a, è, e si assumano come corrispondenti di m in una corrispondenza 
che stabiliremo fra le tangenti di X. Viceversa data una retta «, le rette 
t' di tt' che soddisfano la relazione t' (a[b\c\y)'/\ tt(abcd), formano un 
fascio di second'ordine, del quale 4 — x' rette, diverse da a[ , b[ , c[ toc- 
cano [i.\ A ciascuna di queste corrisponde in virtù della proiettività 
a>"' una retta m. Per ogni w ^ w si ha una coppia di punti omologhi 
sulle rette d ed /', e quindi concludiamo che l'ordine della trasformazione 
(2, 2) da noi costruita è 8 — (^ + ■^')- 

Per X = x' = 3, doè se le rette a, b, e q a[, b\ , c\ toccano X 
e [a' rispettivamente, si ottiene, come dimostrai altra volta *), la tra- 
sformazione quadratica generale. 

IO. Per X = 2 e x' = 3 abbiamo la trasformazione cubica di ge- 
nere nullo più generale^ per quanto si disse nel § 8. 

Sia e quella delle tre rette a, t, e che non tocca X: per il punto 
H ^ac passa un'altra tangente / di questa conica. Fra i punti di / e 
quelli di h' ^(ùf intercede una proiettività [fh'] degenere i cui punti 
singolari sono iif ed f ^ h' b[ . Ne segue che i punti H ed F' sono 
fondamentali, come fondamentali sono le rette/ ed/?'. Al punto H cor- 



*) Vedi la mia nota citata. 
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rispondono in tt' tutti i punti dì h' insieme col punto (aa .c[, e al punto 
F' corrispondono in iz tutti i punti di /, unitamente al punto o""' b[ . b. 
Similmente sia ^ la seconda tangente a X condotta dal punto K ^ bc: 
fra i punti di ^ e quelli di k' ^(ùg intercede una proietrività [gk'] de- 
genere, i cui punti singolari sono K e G* ^k'a\. Se ne deduce che 
i punti if e G', e le rette k\ g sono fondamentali ; al punto K corri- 
spondono in Tp' tutti i punti della retta k' insieme col punto a* J . c| ; e 
a G' corrispondono in tc tutti i pund di g unitamente al punto w"'a| . a. 
È poi facile dimostrare che le coniche X e [a' sono le curve limiti. 

Ed ecco che sappiamo costruire la trasformazione cubica (2, 2) più 
gencrak di genere nullo, sen^a uscire dai piani tz e iç'. 

m. 

I. Chiameremo di primo ^^n^re la trasformazione cubica (2, 2) per 
la quale alle rette di un piano corrispondono cubiche ellittiche nell'altro 
(I, 3), e la indicheremo con VK 

La superficie Ü (I, i) relativa a V'^ è ulteriormente secata in 
quintiche ellittiche^ dagl'iperpiani passanti per una qualunque delle due 
rette singolari ^, q\ 

La proiezione di Û in uno spazio ordinario 2 da un punto gene- 
rico di qy p. es., è una superficie Ü, del quinto ordine, col punto 
ì2, ^-ì triplo, la retta ci[ ^l^.Oq' doppia (I, 2), e tale che un 
piano condotto ad arbitrio per ß, > per q[ , sechi Ü, , ulteriormente, in 
una curva ellittica. Ne segue che questa superficie è dotata di un'altra 
retta doppia :(j incidente q[ . 

Il piano 2, i^ seca U^ nella :^^ contata due volte, e in tre rette 
uscenti da (2, : di queste due sono le tracce in 1 dei due piani tangenti 
ad Û in ; Taltra è proiezione di una retta di questa medesima super- 
ficie, incidente ^ ( e non y'). Si osservi inoltre che Tiperpiano q:;^^ seca 
li nella q contata due volte, nelk retta ora detta, e in una quartica che 
ha per immagine in 2 la retta tì^ . 

Se ne deduce che questa quartica è piana, ed ha due punti doppi, 
uno in q' e uno in q. Siccome e un punto generico di ç, segue che 
in û esistono e» * quartiche piane aventi un punto doppio in ciascuna 
delle due rette singolari. Il piano delLi q e della retta di û ad essa sola 
incidente, incontra ancora questa superficie in un punto M, ciò segue 
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dall*osservare che rimmagine di questa retta in 2 contìene un punto 
(doppio) di :^^ . Questo punto Af è dunque comune a tutte le quartiche 
piane in parola, le quali, d'altra parte, non possono avere nessun altro 
punto comune, giacché se ciò fosse, due qualunque di esse giacerebbero 
in uno scesso iperpiano, cosa impossibile essendo Û irreduttibile e del 
settimo ordine. 

2. Se P è un punto generico di x, il piano Pq seca Û in due 
punti che giacciono in una stessa quartica piana di Û, e quindi i due 
punti P', PJ a P corrispondenti in forza di T^^\ sono allineati col punto 
T^'. Mq\ Da questa osservazione e da quanto si disse nel § precedente 
concludiamo che: 

per ogni trasforma:^ont cubica (2, 2) di primo genere T^'\ esistono 
nei piani due punti fondamentali (semplici) corrispondenti Z), D'. Due 
punti congiunti quali si vogliano di tt, di tu', sono allineati con 2), con 
D\ Al punto Z), D', corrisponde in tz\ in tu, una retta congiunta al punto 
fondamentale D', Z). 

Le rette corrispondenti z D q D\ si chiameranno rispettivamente 
d' Q df e sono anch'esse fondamentali. 

Fra le rette dei due fasci (D), (D'), la trasformazione T^'^ deter- 
mina una proiettìvità che indicheremo con ^. Ad una retta qualunque / 
di (D), corrisponde in 7:' per T^^\ la /' ^ S / contata due volte insieme 
con la retta fondamentale d'. Viceversa alla retta /' corrisponde in 77 la 
/ contata due volte insieme con la retta fondamentale d. 

3. Sia 6 una superficie cubica a sezioni ellittiche, e tt, , w,' due piani 
dello spazio (ordinario) in cui essa è immersa : diciamo corrispondenti 
due punti, uno di x, e uno di t:[ , ogni qual volta sono proiezioni di 
uno stesso punto di 6, da due centri C e C a questa medesima super- 
ficie appartenenti (semplicemente). Si ottiene in tal modo fra w, e tp| una 
trasformazione (2, 2) del terzo ordine e di primo genere. Viceversa 
ora vogliamo dimostrare che: 

ogni trasformandone cubica (2, 2) di primo genere fra due piani x 
e w', si può costruire^ a meno di omografie, per proiez}one di una superficie 
cubica non rigata, di un cono cubico ellittico, da due suoi punti semplici. 

E infatti si trasformi primieramente, con proiezioni opportune, il 
piano ir' in modo che siano mcidenti le rette dei fasci (D) e (Z)'), o- 
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mologhe per la trasformazione, cioè corrispondenti in virtù della pro- 
jettìvità X (§ 2). Poscia sulla retta DD' si scelgano due punti qualunque 
Cy C\ e si conduca per questa medesima retta, un piano arbitrano a: 
le rette wa e w'a sono corrispondenti in forza di S. U luogo del punto 
comune a due rette che da C e da C vanno a due punti di x<i e iç'tr 
rispettivamente, omologhi per la trasformazione, è formato dalla retta 
DD' ^ CC\ contata una sola volta, e da una cubica passante per i 
centri G e C. Questa, al variare di <i, genera una superficie cubica 6, 
mediante la quale si può, evidentemente, costruire la trasformazione data. 
Che, poi, la superficie 6 è non rigata, o è un cono cubico ellittico, s^ue 
dal fatto che un piano per C, per C, deve secarla in una cubica ellittica. 

4. Siccome una superficie del terzo ordine dello spazio ordinario, 
è perfettamente individuata se deve contenere 19 punti generici, cosi 
concludiamo che : 

ogni trasformazione cubica (2, 2) di primo genere, è perfettamente 
individuata (a meno di una trasformandone omografica), se si conoscono i 
punti fondamentali D, £)', ed altre 1 7 coppie di punti omologhi generici, 

tali (s'intende) che proiettati da D e D' rispettivamente, diano rette 
Dorrbpondenti in due fasd proiettivi *). 

5. Da quanto abbiamo detto nel § 3, segue che lo studio delle tra- 
sformazioni cubiche (2, 2) di primo genere, può sempre farsi conside- 
rando la trasformazione T^*^ in esame, come ottenuta merce Tinter vento 
di una certa superficie cubica 6 a sezioni ellittiche. E cosi noi faremo 
in seguito. 

Diremo che una trasformazione T^'^ è generale, se la superficie cu- 
bica 6, ad essa inerente, è generale, e i centri di proiezione C, C sono 
due punti generici di 0. 

6. La trasforma:(ione generale T^^^ possiede i soli punti fondamentali 
D e D\ 



•) Analogamente, una trasformazione quadratica (2, 2) fra piani, è individuata 
se son dati i punti doppi, e 9 coppie di punti omologhi generici (tali che proiettati da 
questi diano rette corrispondenti in due fasd proiettivi). Vedi la mia nota citata 5 19- 
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Le curve limiti \ t \t/ sono quariicbe generali *) bitangenti le rette 
fondamentali. Esse, inoltre, sono toccate sei volte dalle cubiche corrispondenti 
alle rette, e non passano per i punti fondamentali. 

Le curve doppie V e [l sono sestiche di ter^p genere, aventi come doppi 
i punti D' e D rispettivamente. 

Per la retta CC ^ DD' passano dodici piani tangenti la super- 
ficie h : le loro tracce in tt', in tt, toccano entrambe le curve V e p.', 
X e p., e negli stessi punti. Dunque : 

In ciascuno da piani w e tç\ la curva limite e ìa curva doppia si 
toccano dodici volte, cioè in ogni loro punto comune. Le dodici tangenti con- 
corrono tutte nel punto fondamentale. 

7. Ad una retta generica del piano w, iç', corrisponde in w', in w, 
una cubica ellittica passante per il punto fondamentale D\ D, che tocca sei 
volte la curva limite f^', \ cioè in ogni punto comune. 

Alle tangenti della curva limite di i^, di iz\ corrispondono in ir', in iç, 
cubiche raT^ionali aventi il punto doppio sulla curva doppia X', (x; 

questo punto corrisponde, contato due volte, al punto di contatto 
della tangente della curva limite detta **). 

Si disse (§ 6) che le curve limite sono toccate due volte dalle rette 
fondamentali dy d* \ 2, ciascuna di queste corrisponde, nell'altro piano, 
una cubica dotata di un punto doppio nel punto fondamentale. 

A ciascuna delle altre 27 tangenti doppie di \ corrisponde in iu' 
una cubica spedata in una conica per D\ e in una rata bitangente la 
quartica (x'. Queste due tangenti doppie sono punteggiate proiettivamente 
dai punti omologhi nella trasformazione T^^K 

8. Il luogo congiunto al punto fondamentale D, D\ è composto 
dalla retta d, d\ e dalla cubica corrispondente a d\ a d. Segue che : 

il punto Dy D\ è fondamentale quadruplo per la trasformazione 
congiunta alla data in w, in tt'. 

Sia r una retta generica di % : un'altra retta / del fascio (D), in- 



•) Geiser, Ueher àie DoppiUangenten einer ebenen Curve vierten Grades. [Math. 
Ann. Bd. I, 1869]. 

••) Tutti questi fatti proiettivi si potrebbero dimostrare seguendo i ragionamenti 
del De Paolis, i. e. Ma per le mosse da noi prese, tutto discende da semplici osser- 
vazioni fatte suUa superfide culnca 6. 
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contra la curva congiunta di r nei soli due punti congiunti al punto ri 
(§ 2). Ne segue che: 

Verdine della trasformazione congiunta alla T^'^ in iç, in ir', t sei 
(n 3), ; il genere t uno. 

9. Anziché studiare ciò che avviene nella trasformazione T^'^, se la 
superfìcie cubica acquista uno o più punti doppi, perchè assai facile, 
diremo poche cose intorno alle trasformazioni T^*^ non generali, senza 
punti doppi. 

Fin ora abbiamo scelto come centri di proiezione C, C, due punti 
generici della superfìcie cubica generale 0. Supponiamo invece che il 
punto C, p. es., stia sopra una retta di 6, senza fare alcuna ipotesi par- 
ticolare circa la generalità dell*altro punto C\ 

La trasformazione T^^\ intanto, acquista in i^ un altro punto fon- 
damentale F, posto sulla retta fondamentale d. Ad F corrisponderà in 
T^' una retta /, fondamentale per T^^\ uscente dal punto D'. 

La curva limite X non sarà più una quartica generale, mz avrà un 
punto doppio in F. Per questo punto passeranno sei rette che toccano 
altrove \ una delle quali è la i ; vi saranno, poi, sedici tangenti doppie, 
la di cui configurazione si ottiene proiettando da C le sedici rette di 
non incidenti la retta CF. La curva doppia X' di tu' è una quintica di 
secondo genere, passante semplicemente per il punto fondamentale D'. 

La trasformazione congiunta alla T^'^ in tt ha un punto fondamen- 
tale doppio in F. Quella, poi, esistente in tz' è (II, 3) del quinto ordine, 
e per essa è fondamentale triplo il punto D'. 

10. Per amor di brevità non proseguiamo lo studio della trasfor- 
mazione r^'^, secondo le varie ipotesi che possono farsi circa i punti 
C, C, come anche nel caso che la V^ si ottenga mediante un cono 
cubico ellittico. Osserviamo solamente che il massimo numero di punti 
fondamentali che la trasformazione può avere in w, in tu', è tre (com- 
preso il punto D, D\y 

11. Possiamo assegnare una costruzione della trasformazione gene- 
rale V'\ senza uscire dai piani tu e tu' ; essa è la seguente. 

Si stabilisca una proiettività y fra le rette di tu e le cubiche di tu' 
passanti per sette punti generici A[ , A'^ , A'^ , A'^ , A'^ 9 ^'^9 0\i eà 
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un*altra proiettìvità y' fra 1^ ^"ctte di w' e le cubiche passanti per i punti 
A^ , A^ , A^ , A^ , A^ , -4^ , 0^ . Ed ora sia P un punto qualunque di 
Tc : esso è centro di un fascio di rette al quale corrisponderà, in virtù 
di Y> UQ fascio di cubiche di tt', aventi tutte in comune altri due punti 
Af[ , M\^ oltre dei sei punti A^ (t = i, 2, 3, 4, 5, 6) e del punto 0\ • 
Ciascuno dei punti M\ ed iVf^, insieme coi punti A-^ e col punto' 0^, 
determina un fascio di cubiche, al quale, in forza della omografia y'"*, cor- 
risponderà in Ti* un fascio di rette, e quindi un punto. Si ottengono, 
cosi, in questo piano due punti P', V\ , che assumeremo come corri- 
spondenti di P. Viceversa è chiaro che al punto P', V\ , corrispondono 
in Ti due pund, uno dei quali è P. In tal modo, dunque, resta stabilita 
fra i piani ic e w' una trasformazione (2, 2) del terz'ordine, di primo 
genere, e generale. Giacché, in effetti, la costruzione da noi data è Tin- 
terpetrazione dell'intervento della superficie cubica 0, a costruire la tra- 
sformazione, interpetrazione fatta nella rappresentazione piana di questa 
medesima superficie. 

In TT, in tu', esistono 27 rette che sono tangenti doppie della quartica 
limite \ \l\ e che si ottengono facilmente mediante Tomografia y' , y'""* . 
Esse, e le corrispondenti, sono punteggiate proiettivamente dai punti 
omologhi nella trasformazione, e tali proiettìvità sono anche perfettamente 
individuate, in virtù delle corrispondenze da noi stabilite. Ne segue che 
la cubica di tt', di tt, corrispondente ad una retta generica di tu, di tu', 
è subito costruita, giacché di essa si conoscono 27 punti. 

Se i punti 0\ e 0\ invece di essere due punti generici di tu', sono 
in posizione parricolare, si ottiene una trasformazione cubica (2, 2) non 
generale. Anzi i detti punti si possono scegliere in modo da avere tutti 
i vari tipi di trasformazioni T^^\ 

Catania, aprile 1905. 

Giuseppe Marletta. 
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CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO, 
ESTRATTI DAI VERBALI DELLE ADUNANZE "0 



ADUNANZA DEL 26 APRILE 1903. (Presidenza F. Caldarera). 

Corrispondenza. — Il Dr. Salvatore Composto (Lovere) ringrazia per la 
sua ammissione a sodo del Circolo. 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, ring. Gio- 
vanni Giorgi (Roma), proposto dai soci Castelnuovo e Pittarelli, è eletto sodo non 
residente. 



ADUNANZA DEL io MAGGIO 1903^ (Presidenza F. Caldarera). 

Corrispondenza. — Il Dr. Guido Furimi (Catania) ringrazia per la sua am- 
missione a sodo del Circolo. 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il signor 
Alfred Ackermann-Teubnbr (Ldpzig), proposto dai sod Loria e Gucda, è detto 
socio non residente. 

Memorie e Comunicazioni. 

FUBINI : Di un metodo per l'integrazione e lo studio delle equa^iioni alle derivate 
parziali, 

CALAPSO : Sulla superficie a linee di curvatura isoterme, 

MINEO : Sulla curva luogo dei punti di contatto delle superficie d'un fascio d'or- 
dine n con le superficie d'un fascio d'ordine «'. 



ADUNANZA DEL 24 MAGGIO 1903. (Presidenza F. Caldarera). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete, il Dr. Fi- 
LADELFio Insolera (Roma), proposto dai soci Castelnuovo e Volterra, ed il Dr. Jan 
ViLÉM Pexider (Prag), proposto dai soci Pascal e Cuccia, sono eletti soci non residenti. 

Memorie e Comunicazioni. 

PEXIDER : Um application d'une formule de Cauchy. 

SINIGALLIA : / simboli di Christoffel estesi per le forme differenziali di primo 
ordine e di grado qualunque. 

PUGLISI : La deformazione del triedro isotropo trirettangolo per speciali condizioni 
ai limiti. 

VITALI : Osservazioni sopra un lavoro del sig. Paul-f. Suchar. 

Nel « Journal de Mathématiques » del 1902 ò apparso un lavoro del signor 



•) Pei verbali precedenti, vedi: t. I, pp. 1-28, 45-88, ii9-i$6, 379-390; t. II, pp. 77-96, 152, 184-188; 
t. Ill, pp. 230-235, 273-27S; t- IV, pp. 63-72, 275-286; t. V, pp. 279-288, 319-324; t. VI, pp. 135-164; 
t. VII, pp. 37-48, 309-312; t. vili, pp. 166-168; t. IX, pp. 263-272; t. X, pp. 38-40; t. XI, pp. i8i-x88; 
t. XII, pp. 307-311; t. XIII, pp. 374-380; t. XIV, pp. 303-312; t. XV, pp. 158-160, 369-370; t. XVI, 
pp. 294-296; t. XVII, pp. 168-172. 
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Paul-J. SucHAR •)» öd quale è tratuto lo stesso argomento di una mia Nou pubbli- 
cata in questi Rendiconti ^*), 

Rilevo subito che i risuluti del sig. Suchar sono coi miei in aperu contraddizione. 

Infatti egli crede di dimostrare che secondo che siamo nell'una o nell'altra di due 
classi in cui egli divide le equazioni, vi sono p — i o p equazioni di i* specie linear- 
mente indipendenti, aventi il medesimo gruppo, p essendo il genere della superficie 
Riemanniana **^). 

Basandomi sui $$ $, 7 e 8 della mia Nota citata io potrei costruire degli esempi 
di equazioni ai cui gruppi appartengono un numero di equazioni di i* specie minore 
di quello indicato dal sig. Suchar. Ma basta che noi consideriamo un'equazione le 
cui soluzioni siano due funzioni a moltiplicatori non del tipo speciale di Appell. Un'al- 
tra equazione avente lo stesso gruppo deve avere per soluzioni due funzioni a molti- 
plicatori e perciò non potrà essere di i* specie. Cosi si vede che vi sono dei gruppi 
appartenenti realmente ad equazioni ed ai quali non corrisponde nemmanco un'equa- 
zione di I* specie. 

Il sig. Suchar dice che ha preso visione della mia Nota e ne dà anche un cenno 
abbastanza imperfetto, per non dire inesatto. Tanto per norma dell'intelligente lettore. 

Approfitto dell'occasione per comunicare che altri miei studi sulle equazioni di 
Appell sì stanno pubblicando negli Annali della R. Scuola Normale di Pisa. 



ADUNANZA DEL 14 GIUGNO 1903. (Presidenza F. Caldarera). 

Il Presidente con profondo rammarico dà il triste annuncio della morte, avve- 
nuta in Roma il io giugno 1903, del grande geometra italiano Luigi Cremona, mem- 
bro dei Consiglio Direttivo del Circolo fin dal 1888. Comunica inoltre ai Sod che 
alle solermi onoranze funebri rese in Roma all'illustre defunto, il 12 del corrente giugno, 
il Creolo è stato rappresentato dai suoi due segretari professori Gerbaldi e GucaA 
recativisi appositamente. Su proposta del Presidente, la seduta è tolta in segno di 
lutto. 

Memorie e Comunicazioni. 

FERRETTI : Sulìa generazione ddle involuzioni piane di classe \ero ed uno. 



ADUNANZA DEL 28 GIUGNO 1903. (Presidenza F. Caldarera). 

Corrispondenza. — Il Dr. Jan Vilém Pexider ringrazia per la sua ammissione 
a sodo del Circolo. 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il professore 
Samuel Dickstein (Varsavia), proposto dai sod Pascal e Gucda, è eletto socio non 
residente. 



*) Smr its iquaiions diffirentieìlu Uniaires it second ordre à eoefficienls algébriquu (Journal de M«thè- 
BiAtiques, 190a, f«fc. 2f pp. II 9-1 54). 

**) Sopra le equtsi^ioni differenziali lineari omogenee a coefficienti algebrici (Rendiconti del Circolo Ma- 
temAtSco di PAlermo, t. XVI, 190a, pp. S7*^9)' 

***) Vedi SvcBAA, L e, p. i)a e seguenti. 
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ADUNANZA DEL 12 LUGLIO 1903. (Presidenza G. B. Güccia> 

Ammissione di nuovi socL — Dietro votazioni a schede s^;rete, la signorìoa 
Dottoressa Grazia Caldarera (Catania), proposta dai sod F. Caldarera e Pieri, ed 
il Dr. Luciano Orlando (Messina), proposto dai sod Marcolongo e Vivanti, sono 
detti soci non residenti. 

Memorie e Comunicazioni. 

PETROVITCH : Généralisation éU certaines formules de Stieltjes. 

MARLETTA : Le trasformazioni cubiche (2, 2) fra piani. 



ADUNANZA DEL 26 LUGLIO 1903. (Presidenza G. B. Gucoa). 
Memorie e Comunicazioni. 

VIVANTI : Dimostrazione diretta d*un teorema sulle serie asintotiche. 



ADUNANZA DEL 9 AGOSTO 1903. (Presidenza G. B. Guccia). 

Corrispondenza. — Il professore Samuel Dickstein (Varsavia) ed il Dr. Lu- 
ciano Orlando (Messina), ringraziano per la loro ammissione a sod dd Circolo. 

Memorie e Comunicazioni. 

ORLANDO : Sulla deformazione di un triedro trirettangolo e di una lastra indefi- 
nita, elastici, isotropi. 



ADUNANZA DEL 23 AGOSTO 1903. (Presidenza G. B. Guccia> 
Memorie e Comunicazioni. 

LO MONACO-APRILE: Sulla superficie luogo dei contatti di 1° ordine delle su- 
perficie di un fascio con quelle di una rete, generali, e sue applicazioni. 



ADUNANZA DELU8 NOVEMBRE 1903. (Presidenza F. Caldarera). 

Il Presidente dà il triste annunzio della morte del sodo Dr. Giovanni Ferretti, 
avvenuta in St.-Moritz (Alta Engadina, Svizzera) la notte dal 27 al 28 agosto 1903. 
Il Circolo esprime le sue profonde condoglianze. 

Affari interni. — Il Presidente partecipa alla Società che S. E. il Ministro delU 
P. I., Comin. Avv. Nunzio Nasi» ha concosso al Circolo un sussidio di L. 600 per 
incoraggiamento alla pubblicazione dei Rcmìtconti. Il Circolo delibera, all'unanimità, un 
voto di ringraziamento a S. E. il Ministro. 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il Dr. Vin- 
cenzo Amato (Catania), proposto dai soci Albeggiani e Guccia, è eletto socio non 
residente. 

Memorie e Comunicazioni. 

VITALI : Sui gruppi di punti. 



ADUNANZA DEL 22 NOVEMBRE 1903. (Presidenza F. Caldarera). 
Corrispondenza. — La Società dei Matematici Czèchi di Praga dà il triste an- 
nunzio della morte del sig. Eduardo Weyr, consigliere della Corte Impcmle e Reale, 
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professore ordinario nella Scuola Politecnica di Praga, avvenuta il 23 luglio 1903. Il 
Creolo esprìme le sue profonde condoglianze. 

Memorie e Comunicaziom. 

POINCARÉ : Sur VAtuilyHs situs. 

INSOLERA : Figure ellittiche di equilibrio di un velo piano liquido ruotante, 

LO MONACO-APRILE : Sopra alcuni problemi di contatto relativi a super fide e 
a curve gobbe algebriche, 

F, G., G. B. G. 



Tomo XVII (1903)— Parto |- : MEMORIE E COMUNICAZIONI. 
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